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OZET

Tirev kavrami yaklasik 300 yillik bir gecmisi olan konudur. Tiirevin kesir dereceli olan1 da uzun bir gegmisi
olan konudur ve lizerinde ¢ok fazla sayida galigma yapilmistir. Bunun sebebi ise, fiziksel sistemlerin kesir
dereceli tiirev ile daha iyi ifade edilebilecegi; klasik tiirevin yerel modellemeye yaradigini, kesir dereceli
tiirevin ise, global modellemeye yaradiginin ortaya konulmasidir. Fakat literatiirde yer alan kesir dereceli tiirev
yontemlerinin eksiklikleri bulunmaktadir. Bu eksiklikler bu c¢aligmada kisaca gosterildikten sonra Karci
tarafinda 2013 yilinda kesir dereceli tiirev i¢in yapilan yeni tanim verilecektir. Ondan sonra bu yeni tanimin
klasik tiirev ile olan iligkisi ortaya konulduktan sonra tiirev i¢in verilen yeni tanimin bazi énemli 6zellikleri
iizerinde durulacaktir. Tiirev isleminin sonucu vektdrel biiyiikliik ve karmagik sayilar da vektorel biiyiikliikler
olduklarindan bu iki kavram arasinda bir iliskinin olmas1 gerekir. Bu ¢aligmada bu iliski detayli olarak ortaya
konulacaktir.

Anahtar Kelimeler: Tiirev, kesirli aritmetik, kesir dereceli tiirev

THE PROPERTIES OF NEW APPROACH OF FRACTIONAL ORDER
DERIVATIVE

ABSTRACT

Derivative concept has got about 300-years history. The fractional order derivative concept also has got a long-
term history and there are many studies on this concept. The reason for these studies is the belief of better
modelling the physical systems with fractional order derivative; the classical derivative is beneficial to model
the physical systems locally and the fractional order derivative is beneficial to model physical systems globally.
However, the fractional order derivative methods in literature have deficiencies. In this study, these
deficiencies were briefly demonstrated and then a new approach for fractional order derivative which was
developed by Karci in 2013, will be given. After that, the relationships between classical derivative and this
new approach will be illustrated and then some properties of this new definition will be given. There must be a
relationship between results of derivative process and complex numbers since the result of derivative is a
vectorial magnitude and complex numbers are also vectorial magnitudes. This relationship will be given in
detail in this study.

Keywords: Derivative, fractional calculus, fractional order derivative

1. GIRIS (INTRODUCTION) sistemde degisim soz konusu degilse, o sistemle ilgili

cok bir sey yapmaya gerek olmayacaktir. Analizi ve
Fiziksel  sistemlerin  matematiksel = modelinin analiz sonuglar1 Onemli olan sistemler dinamik
olusturulmasi, ¢ogu zaman tlirev kavramina ihtiyag  sistemlerdir. Bu sistemler ¢ogu zaman kendisinin
duyar, ¢linkii sistemlerdeki degisimleri ifade  halihazirdaki durumu ve degisimi ile beraber ifade
edebilmek icin bu kavrama ihtiya¢ vardir. Eger bir  edilebilir. Bu amagla ilk ¢alismalar Newton,
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L’Hospital, Abel, Euler, Riemann, v.b. tarafindan
yapilmigtir. Kisaca sistemlerin modelini olusturan
bagintilarin/fonksiyonlarin asimptotik davranislarini
incelemek igin bagimsiz degiskenlerde meydana
gelen en kiiciik degisikliklere bagitinin/fonksiyonun
tepkisini incelemislerdir [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7],
(8], [9], [10], [11], [12], [13].

Tirev kavramimi ilk kullanan bilim adami
Newton’dur. Isaac Newton, klasik mekanigin
temellerini tasvir ederken bagimsiz parametrelerde
meydana gelen degisikliklere karsilik bagimli
parametrenin cevabini incelemek i¢in ilk olarak tiirev
kavramina bagvuran bilim adamlarindan biridir [1].
Newton bu c¢alismalarini “Philosophiee Naturalis
Principia Mathematica” adli kitapta toplamistir ve bu
kitapta Newton’un geometrik ispatlari, yerg¢ekimi
kuvveti kanunu ve kiitle ¢ekimi kuvvetleri ile ilgili
konular bulunmaktadir.

Newton’dan sonra baska bilim adamlar1 da tiirev
kavrami ile ilgilenmislerdir. L’Hospital diferansiyel
aritmetikte ve diferansiyel geometride O6nemli
caligmalar yapmis bir bilim adamidir [2], [3].
L'Hopital, Newton’un  ¢aligmalarint  degisim
aritmetigi ~ (variation  of  calculus)  olarak
genellestirmistir. Leibniz de bu alana ilgi duyan
onemli bilim adami olup ayni zamanda diferansiyel
aritmetik ve sonsuz aritmetik ile de ilgilenmistir [4].
Sadece Newton, L’Hospital ve Leibniz tiirevle
ilgilenmemisler; bunlardan baska bilim adamlar1 da
bu alanla ilgilenmisler [5] ve iki parametredeki
degisimin oranini agiklamaya ¢aligmiglar ve bu
durum bagintilarin/fonksiyonlarin asimptotik
davranislarini incelemede 6nemli bir yere sahiptir.

Fonksiyonlarin asimptotik davranislarini incelemek
igin bagimsiz parametrelerde meydana gelen c¢ok
kiigiik degisimlerin bagimli degiskende (fonksiyonda)
meydana gelen degisimin incelenmesi gerekir. Tiirev
kavrami fiziksel anlam olarak hareket anlamina
gelebilir ve bunun sonucunda tiirev kavrami ile
noktanin, dogrunun ve diizlemin hareketinin
geometrisi lizerine ¢aligmalar yapilmugtir [6].

Tirev kavrami yaklagik tgyliz yildir iizerinde
¢alisilan bir konudur. Newton, L’Hospital ve Leibniz
tirev kavrami ile ilgilenirken tlirev isleminde
dereceyi 1 olarak almislardir.

Bu konu bir¢ok bilim adaminin dikkatini ¢ekmistir
ve tiirevin derecesinin 1’den farkli olabilecegi
iizerinde durulmustur. Bu sekilde ¢alisma yapan {inlii
bazi matematikciler Newton, L’Hospital, Leibniz,
Euler, Abel, Caputo, Riemann, Griinwald, Miller,
Ross, v.b. [7], [9], [8], [14]. Bu konuda yapilan ¢ok
sayida ¢aligmadan sonra kesir dereceli tlirev kavrami
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meydana geldi, fakat giinlimiizde kesir dereceli tiirev
kavraminin Dbiitiin problemleri heniiz tam olarak
¢Oziilmemistir.

Bununla birlikte bu alanda yapilmis g¢ok sayida
calisma bulunmaktadir; bunlardan bazilar1 kesirli
aritmatik [15], [16], kesir dereceli integral ve tiirev
[17], [18], genellestirilmis kesirli aritmetik [19],
kesir dereceli integral ve potansiyel [20], kesirli
osilatér ve Mittag-Leffler fonksiyonlar1 [21], kesirli
gelisim siireglerinde Mittag-Leffler fonksiyonlariin
kullanim1 [22], kesirli aritmetik ve dalgalar [23],
kesir dereceli diferansiyel denklemler [24], kesirli
dereceli integral ve tiirevin fiziksel anlami [25],
kesirli aritmetikte ayrik dogrudan yontemler [26],
Riemann-Liouville kesirli aritmetigi [27], kesirli
aritmetik icin kesirli kuvvet yaklasimi [28], kesir
dereceli diferansiyel denklemler [29], kesirli
aritmetik icin algoritmalar [30], kesirli aritmetik ve
kesir dereceli diferansiyel denklemler i¢in numerik
yontemler [31] ve kesir dereceli kaotik sistemler
iizerinde yapilan ¢alismalar [32].

Fonksiyonlarin asimptotik davranisi (fonksiyonlarda
bagimli degiskenin degisiminin bagimsiz
degiskendeki degisime olan orami - tlirev) sistem
modeli hakkinda detayli bilgi vermektedir ve bu
amacla ginimize kadar yapilan ¢aligmalar
sonucunda kesir dereceli tiirev kavraminin gelismesi
saglanmigtir. Bundan dolayr kesir dereceli tiirev
kavraminin ¢ikig noktasi iki hususta izah edilebilir.

a) Belli bir adima kadar klasik yolla tiirev aldiktan
sonra ondan sonraki adimda tiirev derecesinin reel
say1 kabul edilmesi

b) f(x) bir fonksiyon olmak iizere bu fonksiyonun
[a,b], a,beR, araliginda siirekli oldugu varsayilsin.
e<<I ve eeR" i¢in f(x) fonksiyonu x=b+e noktasinda
stirekli degildir. Siireklilik bolgesinin genisletilmesi
amaciyla f(x) fonksiyonunun x=b+e noktasinda
sirekli oldugu varsayillir. Ondan sonra f(x)
fonksiyonunun x=b+2¢ noktasinda da siirekli oldugu
varsayilir. Bu sekilde devam edilerek f(x)
fonksiyonun x=b+ne, n>>1, neR’ noktasinda da
sirekli oldugu varsayilir. Bu sekilde siireklilik
konusunda bir seri elde edilmis olur. Literatiirde
kullanilan kesir dereceli tiirev tanimlar1 bu siireklilik
genigletmesini kullanmaktadirlar.

Tirev derecesini tamsayr oldugu kabul edildikten
sonra tiirev islemini belli bir adima kadar
ilerlettikten sonra dereceyi reel kabul etmek belli
bashi eksikliler ve hatalar getirmektedir. Bu
eksiklikleri gidermek amaciyla bazi calismalar
yapilmustir [33], [34], [35], [36].
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Bir fonksiyonun degisiminin bagintisi, bir kayak¢inin
rampa lzerindeki hareketine veya bir hortumdan
tazyikli suyun hortumdan ¢ikarken gdstermis oldugu
hareket, baginti/fonksiyonda meydana gelen degisime
benzerdir. Bu sebeplerden dolayr bu ¢aligmada kesir
dereceli tiirev i¢in yeni bir yaklasim ortaya konuldu.
Ondan sonra bu yeni tanimin (yaklasimin) klasik
tiirev ile olan iligkisi ortaya konulduktan sonra tiirev
kavraminin karmasik sayilarla olan iliskisi ortaya
konuldu, ¢iinkii hem tiirev isleminin sonucu ve hem
de karmasik sayilar vektorel biiyiikliiklerdir, bundan
dolayr ikisi arasinda bir iliski olmalidir. Son olarak
bu yeni yontemin Ozellikleri iizerinde duruldu. Bu
makalenin yapisi su sekildedir. ikinci béliimde kesir
dereceli tiirev yontemleri iizerinde duruldu. Ugiincii
bolimde kesir dereceli tiirev igin yeni bir tanim
ortaya konuldu ve dordiincii boliimde bu yeni
yaklagimin ozellikleri ortaya konuldu. Son olarak bu
¢alisma besinci boliim ile sonuglandirildi.

2. KESIiR DERECELi TUREV YONTEMLERI
(FRACTIONAL ORDER DERIVATIVE METHODS)

Literatiir incelendiginde kesirli dereceden tiirevlerle
ilgili olarak ¢ok sayida ¢aligma yapilmis oldugunu ve
¢alismalarin giinlimiizde de yogun bir sekilde devam
ettigini gormekteyiz. Kesirli tirevle ilgili 1730°1u
yillardan giiniimiize kadar farkli sekillerde tanimlar
yapilmistir. Yapilan tanimlar ve yaklagimlara kisaca
deginilecek olursa;

a) L.Euler (1730) tanim:

dnxm
dxn

=m(m—1)..(m-n+1)x"" (1)

formiiliinii gamma fonksiyonunu kullanarak

d"x"  T(m+1)
dx" T(m-n+1)

@

seklinde bir tanim yapmistir. Gamma fonksiyonun
tanimi asagidaki denklem (3) verilmistir.

I'(z)= Te"t“ dt 3)
0

seklindedir.

b) Riemann-Liouville tanim:

D0 =

1 d\'t Sy 4
F(n—a)[dt] T(t—v) )

seklinde tanimlanmugtir.

¢) Caputo (1967) tanimu:

Gazi Univ. Miih. Mim. Fak. Der. Cilt 30, No 3, 2015

A. Karci
1 o f ) (vydv
D f(6)= (%)
a f() r(a_n):[(t_v)aﬂ—n
seklindedir.
Yukarida sozii edilen kesirli dereceden tiirev

tanimlarinin eksikleri ya da yetersizlikleri f(x)=x,
f(x)=sin(x), f(x)=cos(x) ve f(x)=c, ceR, fonksiyonlar1
incelenerek dogrudan gosterilebilir. Bir birim
fonksiyon i¢in bagimli degiskende meydana gelen
degisimin bagimsiz degiskende meydana gelen
degisime orani tirev derecesi ne olursa olsun 1
olmalidir, fakat literatiirde verilen kesir dereceli tiirev
yontemlerine gore Sekil 1’ de gorildigi gibi bu

durumun gecerli olmadigi goriilmektedir. Bu
calismada Onerilecek olan kesir dereceli tlirev
yontemi ile bu iddianin  dogrulugu ortaya

konulacaktir. Sekil 1’de f(x)=x fonksiyonu ve onun
Riemann-Liouville kesirli dereceden tiirevlerine ait
grafikler  verilmistir.  Sekil 2’de ise f(x)=1
fonksiyonun Riemann-Liouville ydontemine goére kesir
dereceli tiirevleri goriilmektedir. Bu sekilde de
goriilecegi gibi sabit fonksiyonun tiirevleri degiskene
bagl ¢ikmaktadir; fakat su da bir gergektir ki sabit
fonksiyonda higbir zaman degisim olmaz, eger
olsaydi sabit fonksiyon denilmezdi. Bu ¢alismada
onerilen kesir dereceli yontem ile tiirev derecesi ne
olursa olsun sifir oldugu gosterilecektir. Ele alinan
ornekler ve yontemler gostermektedir ki literatiirdeki
kesir dereceli tiirev yontemlerinin énemli eksiklikleri
bulunmaktadir. Bunlarin en bariz olani fonksiyonun
sifir noktalar1 ile tlrevin sifir noktalarmin ayni
olmasi ve degismemesidir.

Belli basli fonksiyonlardan olan cos(x) ve sin(x)
fonksiyonlarinin Riemann-Liouville metodu ile elde
edilmis kesir dereceli tiirevleri sirasi ile Sekil 3 ve
Sekil 4’de goriilmektedir. Her iki grafikte de
goriildigli gibi fonksiyonlarin sifir noktasindaki
degerleri ile tiirevlerinin sifir noktasindaki degerleri
ayni olmaktadir; fakat bilinen bir gergek vardir ki
sin(x) fonksiyonun tiirevi cos(x) olup bu fonksiyonlar
sifir noktasinda ayni degeri vermemektedirler,
fonksiyonlar birbirlerine gore ya 1/2 derece 6nde ya
da m/2 derece geride olmaktadirlar. Sekil 3’te cos(x)
fonksiyonun Riemann-Liouville yontemi ile kesir
dereceli tiirevleri goriilmektedir. Grafik
incelendiginde, bir tirev islemi olmaktan ziyade
fonksiyonun genlik olarak artip/azaldigi
goriilmektedir. Ayni durum Sekil 4’de verilen
f(x)=sin(x) fonksiyonu i¢in de gecerlidir. Burada da
sin(x) fonksiyonun genlik olarak artip/azaldigi
goriilmektedir. Bundan dolayr Riemann-Liouville
yontemi ile elde edilen sonuglar bir tiirev alma islemi
olmayip “egri uydurma” ya da “egri yaklasimm”
olarak tasvir edilmelidir. Sonug olarak kesir dereceli
tiirev i¢in yeni bir tanimlamaya ya da yaklasima
ihtiya¢ duyulmaktadir.
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Sekil 1. f(x)=x fonksiyonun Riemann-Liouville kesir dereceli tiirevleri (Riemann-Liouville fractional order derivatives
of function f(x)=x).
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Sekil 2. f(x)=1 fonksiyonun Riemann-Liouville kesir dereceli tiirevleri (Riemann-Liouville fractional order derivatives
of function f(x)=1).
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Sekil 3. f(x)=cos(x) fonksiyonun Riemann-Liouville metodu ile kesir dereceli tiirevleri (Riemann-Liouville

fractional order derivatives of function f(x)=cos(x)).

5 T T T T T T
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2 ]
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Sekil 4. f(x)=sin(x) fonksiyonun Riemann-Liouville metodu ile kesir dereceli tiirevleri (Riemann-Liouville

fractional order derivatives of function f(x)=sin(x)).
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Bu yontemlerin sabit ve birim fonksiyonlar igin
analitik  sonuglar1 da  gostermektedir ki bu
yontemlerin tutarsizliklar icermektedirler. n=1 ve

2
a= g olarak alinip ve f(x)=1 oldugunda

Euler tanimina gore:

d"x"

2
5 2
Loty _d’x"_TO) 4 (6)

n _ Z
dx T(m-n+1) P F(%J

Riemann-Liouville tanimina gére

wpn. LAYt foav 2
D0 = r(n_a)( dt] s tR
, (7
_ 1 ij cdv _ 1 3 1 40
e
3 (t—v) 3 (t—a)’
Caputo tamimina gore:
Crya o (S (dv
aDt f(t) - r(a_n) y (t_v)aﬂfn
1 .’[ 0dv —0 ®)

olduklar1 goriillmektedir.

Denklem (10), (11) ve (12) goriildiigii gibi Euler ve
Riemann-Liouville tutarsiz yontemler olup Caputo
tanimmin ise tutarli oldugu soylenebilir. Ayni
islemler birim fonksiyon i¢in de yapilacak olursa:

Euler tanimina gore:

2
3 2 1
dix' T+ ST 5, (10)

2 2 4
3 IN1—-=+1 I —
ax ( 3 ) (3)

Riemann-Liouville tamimina gére:

1 ( d ] J F(W)dv
(n—a)\ dt © (t—v)“ !

D)=

(11)

=—{3a(t—a)3 +%(t—a)3]¢l

i(;)
3
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Caputo tamimina gore:

Dy )= [ L

r(a _n) (t_v)aﬂfn
1 .’[ dv (12)

=;[3(I—a)3J¢1
1-3)
3

olduklar1 goriillmektedir.

Bu sonuglardan hareketle li¢ yontemin de f(x)=x
fonksiyonu i¢in tutarsiz ve iki yontemin de f(x)=1
i¢gin (Euler, Riemann-Liouville) tutarsiz sonug
vermelerinin kaynaginin tiirev islemindeki katsayi ve
kuvvet parametrelerine yogunlasilmig olmalarindan
kaynaklandigint séyleyebiliriz. Diger bir o6nemli
nokta da, yapilan tirev islemlerinde katsayr kismi
tamsayi olarak kabul edilip o sekilde bir formiil elde
edilmektedir. Sonrasinda ise istenilen bir noktada
tiirevin kesirli oldugu kabul edilmektedir. Bu sekilde
elde edilen bagintilarin, kesirli tiirevden ¢ok, egri
uydurma bagintisi olarak kabul edilmesi daha dogru
olacaktir. Bir sonraki boliimde kesir dereceli tiirev
islemi i¢in yeni bir tanimlama ve yontemin detaylari
verilecektir.

3. FONKSIYONLARIN DEGIiSiM ORANININ
KESIiR KUVVETLERI - KESiR DERECELI
TUREV (FRACTIONAL POWERS OF RATIOS OF

FUNCTIONS CHANGES - FRACTIONAL ORDER
DERIVATIVE)
Fonksiyonlarin, bagimsiz degiskenlerde meydana

gelen degisime tepkisinin biliniyor olmasi, o
fonksiyon ile modellenen bir sistemin davranigini
tahmin etmemizi kolaylastirir. Tirev genel olarak
bagimli degiskendeki degisimin bagimsiz
degiskenlerin birinde meydana gelen degisime olan
orant olarak tanimlanmistir. Bu oran islemi
gergeklestirilirken hem fonksiyonun farkli
degerlerinin kuvvetleri “1” ve hem de bagimsiz
degiskenin kuvvetleri “1” olarak alinmaktadir.

Sekil 5°’de bir kayak¢inin rampa flizerinde hiz
egrisinin kabaca seklinin nasil olacagi verilmistir.
Kayake¢imin hiz egrisine bakilirsa, her noktadaki hiz
degisimi ayni olmadig1 gibi esit zaman araliklarinda
almis oldugu yol miktarlar1 da ayni degildir. Onemli
olan bir nokta var; o da bu hiz degisiminin nerelerde
sifir ve nerelerde maksimuma ulastiginin bilinmesi
durumudur. Hiz egrisinde minimum ve maksimum
noktalarda hiz degisimi sifirdir ve egrinin doniim
noktasinda ise, degisim maksimum  degere
ulagsmaktadir. Bundan dolayi tiirev derecesi ne olursa
olsun, bu degisimlerin korunmasi gerekir.

Gazi Univ. Miih. Mim. Fak. Der. Cilt 30, No 3, 2015



Kesir Dereceli Tiirevin Yeni Yaklagimimin Ozellikleri

A. Karci

Maksimum degisim

Déniim noktasi

Sekil 5. Kayak¢inin atlama rampasi lizerindeki hizinin egrisi (The movement of athlete on the ski-jump ramp)

Tirev kavraminin klasik tanimi

lim  f(x +h)—f(x)
h—0 (x+h)-x

seklinde olup f(x+h), f(x), (x+h) ve x terimlerinin
kuvvetleri “1” olarak verilmistir. Bu durum Karci
(Karc1 2013b) tarafindan farkedilmis ve asagida
detay1 verilen mantik ile kesir dereceli tiirev i¢in yeni
tanim yapilmistir. Burada Karci tarafindan yapilan
yeni tanim verildikten sonra grafiksel anlami
iizerinde durulacaktir. Kesir dereceli tiirev i¢in iki
farkli yontem ortaya konulabilir (Karci, 2013b
calismasinda oldugu gibi). Birinci yontem:

hnm (f(x+h) f(x)] ~(F ()
-0l (x+h)-x

seklinde olur. Bu sonug¢ bilinen tlirevin “a”
kuvvetidir. Ikinci yontem ise, f(x+h), f(x), (x+h) ve x
terimlerinin  kuvvetlerinin ayri-ayr1  “o” olmasi
durumudur (Karci, 2013b ¢aligmasinda oldugu gibi).
Karci’nin 2013b ¢aligmasindaki kesir dereceli tiirev

icin yeni yaklagiminin tanimi burada verilebilir.

Tammm 1: (Karci, 2013b) f(x):R—R bir fonksiyon,
o.eR ve L() L’Hospital islemini temsil etmek iizere
f(x) fonksiyonun kesirli tiirevi

fopg - Mo [freerh) )
h—-0 (x+h)* —x“

dlf“ (x + h) = £*(x))

_lim dh Z(mj“f.(x)
h—0 d({(x+h)*-x®) X
dh

seklinde tanimlanr.
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Kesir dereceli tiirev igin verilen bu tanimda tiirev
derecesi herhangi bir deger olabilir. Hatta tiirev
derecesi “o” karmagsik sayr bile olabilir. Bu sekilde
alinan bir tiirev isleminde operatdr artik dogrusal
degildir ve dogrusal olmayan bir operatér durumuna
gelmektedir. Aynit zamanda klasik tiirev isleminde
kullanilan birinci tiirev, ikinci tiirev, ...,v.b. ifadeler
kullanilmayacaktir, ¢iinkii 0=2 olmas1 ikinci tiirev
anlamina gelmiyor. Ornegin f(x)=x" olmak iizere

d?f(x)

X2

=2 ve f(‘“(x)zf(z)(x)z(@j _ 2x =2x?

2
oldugundan % = f@(x) olacaktir.
X

Bu yeni tanima gore kesir dereceli tiirevlere (kesirli

tirevler) grafikler Tlzerinden bakilabilir. Bir
fonksiyonun tiirev  fonksiyonu tiirevi alinan
fonksiyonun doniim noktalarinda

maksimum/minimum noktalarina sahip olacaktir. Bu
amagcla grafik sonucglar1 alinacak olan fonksiyonlar
cos(x) ve sin(x) seklindedir. Sekil 6 ve Sekil 7°de
goriilecegi  gibi  cos(x) fonksiyonunun doniim
noktalarinda tlirev fonksiyonlar1 (derecenin ne
oldugu 6nemli degil) maksimum/minimum noktalara
sahiptir.

Bu durum kesirli tiirev igin yapilan yeni tanimin
dogrulugunu gostermektedir. Diger bir 6nemli nokta,
yeni tanimda da tiirevin derecesi “1” oldugu d da
klasik tiirev ile ayni sonuglar1 vermektedir. Setl‘l'ggve
Sekil 7’de gorilen grafiklerde kiiglik kirmizi
¢emberler doniim noktasini ve kiiciik siyah elmas
sekli ise minimum/maksimum noktalar1
gostermektedir.
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Derece=0.8

1
0 pi/2 pi 3pi/2

1 1 1
2%pi  5*pil2  3*pi  TUpil2 4%

Sekil 6. cos(x) fonksiyonun kesir dereceli (0.6, 0.7, 0.8) tiirevleri ve maksimum/minimum noktalar1

(Fractional order (0.6, 0.7, 0.8) derivatives of cos(x) and its maximum/minimum points)

1.5}
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1
0 pil2 pi 3%pil2

1 1 1
2*pi  5%pi/2 3%pi Tpil2 A%pi

Sekil 7. cos(x) fonksiyonun kesir dereceli (0.9, 0.95, 1) tiirevleri ve maksimum/minimum noktalar1
(Fractional order (0.9, 0.95, 1) derivatives of cos(x) and its maximum/minimum points)

f(x)=sin(x) trigonometrik fonksiyonu i¢in ise,
derecenin 1’¢ yaklagsmasi durumunda tiirevlerin
minimum/maksimum noktalarinin nasil degistigi
gosterilebilir. Dontim noktalarinda tiirev
fonksiyonlar1 maksimum/minimum degerleri
almaktadir ve bu noktalarin degerleri tiirev

494

derecesine  gore  degismektedir. Bu  durum
gostermektedir ki yapilan tanimlama dogru bir
tanimlama olup tiirev derecesi “1” oldugu zaman
kesir dereceli tlirev sonucu klasik tiirev ile ayni
olmaktadir. Sekil 8 ve Sekil 9° da bu durumlar
goriilmektedir.

Gazi Univ. Miih. Mim. Fak. Der. Cilt 30, No 3, 2015



Kesir Dereceli Tiirevin Yeni Yaklagimimin Ozellikleri A. Karci

Derece=0_7T
Derece=0.75 -

Derece=0.8

Derece=0.85

1 1
0 pif2 pi 3%pil2  2°pi  5%pi/2  3'pi Tpil2 4%

Sekil 8. sin(x) fonksiyonun kesir dereceli (0.7, 0.75, 0.8 ve 0.85) tiirevleri ve maksimum/minimum
noktalar1 (Fractional order (0.7, 0.75, 0.8 and 0.85) derivatives of sin(x) and its maximum/minimum points)

2 T T T T T T

0 pif2 pi Fpil2  2%pi B2 3 Tpil2 4%pi
Sekil 9. sin(x) fonksiyonun kesir dereceli (0.9, 0.94, 0.98 ve 1) tiirevleri ve maksimum/minimum noktalar1
(Fractional order (0.9, 0.94, 0.98 and 1) derivatives of sin(x) and its maximum/minimum points)
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pi Derelce:1
Derece=0.99
Derece=0.98
Derece=0.97

1
0 pi/2 pi

3pil2

2*pi

Sekil 10. f(x)=sin(x) i¢in tiirev decelerinin 0.97, 0.98, 0.99 ve 1 i¢in olan sonuglari
(Derivative results for orders 0.97, 0.98, 0.99 and 1 of f(x)=sin(x)).

Tirev kavrami igin gelistirilen yeni tanima gore
(Denklem 13) tiirev derecesi 1°e yaklastik¢a sonugta
klasik anlamdaki tiirev sonucuna yaklagsmaktadir. Bu
durum Sekil 10°da rahatlikla goériilmektedir. Tiirev
derecesinin 0.97 oldugu anda f(x)=sin(x) doniim
noktasinda bir minimum nokta goériilmektedir. Ayni
durum tiirev derecelerinin 0,98, 0.99 ve 1 oldugu
durumlarda goriilmektedir (x=n oldugu durum).
Sekil 10’daki grafiklerden de agikca goriilebilecegi
gibi

f(0.97)(n) < f(O.QB)(TC) < f(O.QQ)(TC) < f(1)(TC) — f'(TC)
seklindedir.

m
Kisaca f*)(x) = f'(x) olur.

oa—>1
4. KESIR DERECELI TUREVIN
OZELLIKLERIi - YENI YAKLASIM

(PROPERTIES OF FRACTIONAL ORDER DERIVATIVE —
NEW APPAROACH)

Denklem 13’ te verilen tlirevin genel tanimindan yola
cikarak bazi ozellikleri ortaya konulabilir. Bu yeni
tirev taniminda tiirev derecesi rasyonel veya
irrasyonel olabilir.

Teorem 1. f(x) fonksiyonu birim veya sabit fonksiyon
olmak iizere

a) Eger f(x) birim fonksiyon ise, VaeR, f*(x)=1.
b) Eger f(x) sabit fonksiyon ise, YaeR, f*(x)=0.

Ispat: Bu teoremin ispat1 basit bir sekilde asagidaki
gibi yapilabilir.

496

a) f(x)=x ise,

£ (x) = (mj f'(x)= (ij =1
X X

b) f(x)=c, ceR sabit fonksiyon ise,
@ f(X) a1 ' c a1
f*'x)=|—=| f'(x)=|—| 0=0
X X

Teorem 2. f(x):R—R, a,unezZ ve a= . Bu

n
durumda asagidaki 6zellikler saglanir.
n-1 0/, n(p-n)
a) f(x)=x"igin f@(x)= XX gir.
U/Xu—n
x N/ 4 (u—n)x
b) fx)y=c"icin fFO(x)=S Y gir.
N xHrn
n 1 n=
¢) f(x)=sinx igin £ (x) = LCSXVEMNT g,
Iy XA
|
d) fx)=Inx igin £ (x) =1 ()" g,
X XH*W

Ispat: a) f(x)=x", bagintis1 Denklem (13)’ te yerine
yazilirsa

£ (x) = lim f(x+h)f(x+h)*"

= ifadesi elde edilir.
h—>0  (x+h)*"
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(x+h)= (SJX” - (:)xr”h +ot (:Jh” ve f{x)=x"

oldugundan
d(x+h)" o
im e (cehy
£ (x) =
h—0 (x+h)"
dix" +nx"'"h+...+h" o
lim ( dh )(X + h) n !
T h->o0 [
(x+h)"
B nx"’1 “/Xn(ufn)
- n XA
olur.

b) f(x)=€" bagintis1 Denklem (13)’ te yerine yazilirsa

dex+h o
lim  gn (e ™)™
£ (x) = ~dh
h—>0 (x+h)*'
e*e" [ n |
lim 4 (e h)“ e* vet "
- h—0 ] o p-n
(x +h)" X
olur.

¢) f(x)=sinx bagintisi
yazilirsa,

Denklem (13)’te yerine

dsin(x +h)
(@ lim
= h—>0

lim 7008()1( +h) (sin(x + h))%f1

Tho0 [
(x+h)"

cosx y/(sinx)*™"

n _
XHU

(sin(x + hy)*™"

(x +h)*"

olur.

d) f(x)=Inx bagmtis1 benzer sekilde Denklem (13)’te
yerine yazilirsa

i dln(x+h)(ln(x+h))‘“
f(a)(x) — dh
h—0 (x +h)*”
1 By
_ lim (x+h)(|n(x+h))n _ nx)"
h 0 B Ny

- (X +h)" XX
1, (In x)’kn
- X X AN
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olur.

Teorem 3. f(x):R—>R, aecR igin f*(x) fonksiyonu
karmasik (kompleks) fonksiyondur.

ispat: a=t ve Nn#0 icin ispat alti sart altinda
n

yapilacaktir.

i) Eger VxeR igin f(x)>0 ve xeR'U{0} ise, f*(x)
fonksiyonu sadece reel (gergel) degerlere sahip bir
fonksiyon olur, ¢iinkii

o _TOO00 o [0

X% XH—Tl

= f'(x)1 (@jw

ve

(_f(x)j > 0 olur. Bu durumda tiirev igleminin sonucu
X

reel olacaktir ¢iinkii kok ifadesinin igerisi pozitiftir.

ii) Eger VxeR icin f{x)>0, xeR™ ve p-n>0 ise, f*(x)
fonksiyonu igin

g OO0 _ iy (f(x)jm ,
X

X

n=—
(MJ <0ve (MJ >0 olur. Bu durumda tiirev
X X

isleminin sonucu reel olacaktir ¢iinkii kok ifadesinin
igerisi pozitiftir.

iii) Eger VxR igin f{x)>0, xeR™ ve u-n<0 ise, f*(x)
fonksiyonu igin

g OO0 _ iy (f(x)jm ,
X

X

p-n
(MJ <0ve (MJ <0 olur. Bu durumda tiirev
X X

isleminin sonucu igin kok ifadesinin igerisi negatif
oldugundan eger m tek ise sonug reel olacaktir; eger
1 ¢ift ise, sonug karmasik (kompleks) olacaktir.

iv) Eger VxeR igin f(x)<0, xeR ise, f“(x)
fonksiyonu i¢in

X

g OO0 _ iy (f(x)jm ,
X
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H=n
(@j >0ve (MJ >0 olur. Bu durumda tiirev
X

isleminin sonucu i¢in kok ifadesinin igerisi pozitif
oldugundan sonug reel olacaktir.

v) Eger VxeR igin f{x)<0, ve xeR'U{0} ise, f*(x)
fonksiyonu i¢in

g OO0 _ iy (f(x)jm ,
X

X

(—f(x)jw olur. Eger p-n tek ise, kok ifadesinin
X

igerisi negatif olur. Bu durumda eger n tek ise tiirev
isleminin sonucu reel olacaktir. Eger n cift ise, kok
ifadesinin igerisi negatif oldugundan tiirev isleminin
sonucu karmasik olur.

vi) Eger VxeR igin f{x)<0, ve xeR'U{0} ise, f*(x)
fonksiyonu igin

g OO0 _ iy (f(x)jm ,
X

X

(f(X)j<0 olur. Eger p-n ¢ift ise, kok ifadesinin
X

fx))"™ . . ..
— >0 olur. Bu durumda tirev isleminin
X

sonucu reel olur.

Teorem 4: f(x):R—R, a, B€R olmak iizere asagidaki
durumlar saglanir.

a) Eger o=p ise, f(x)={P(x).

b) Eger o= ise, f(x)=fP(x).
o (f0f = e Px).

Ispat: Teoremde verilen iddialarin ispati asagidaki
gibi olur.

a) f<a><x)=(MJ°"1m e

X dx

Bu iki ifadenin oranlanmasindan sonra “1” degeri
elde edilirse, ifadeler esit anlamina gelir; eger “1”
elde edilmezse, bu ifadeler esit degildir.

o) fO(x)= (Mj1 df(x)

X dx
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B-1
d) f<ﬁ>(x)=(MJ dftx)
X dx
Bu iki ifadenin oranlanmasindan sonra “1” degeri
elde edilirse, ifadeler esit anlamina gelir; eger “1”
elde edilmezse, bu ifadeler esit degildir.

fx)\*" df(x)
£ (x) _(xj dx
fP) (x))" df(x)
(xj dx

f(X) a1
)
fx) )"

%)

ifadeler birbirine esit olur.

= a =pigin

e) Tirev isleminin farkli kuvvetler ile ayri-ayri
gergeklestirilmesi ile kuvvetlerin toplanmasi ile elde
edilen kuvvete gore tiirev alinmasi esit olmayacaktir.

£ (x) = (MJHM ve

X dx

o+p-1
Toplama gore tiirev f(‘“ﬁ)(x)z(mj dfx)
X dx
olacaktir.
Bu durumda
f(u)(x) (B)(X)
f(u+B)(X)
o1 p- a1
fx)) " df(x) | g (f(X)J df(x)
X dx X dx
X dx
- a+p-1 ¢1
M df(x)
X dx
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Teorem 5: f(x):R—R, aeR olmak iizere eger a=2
ise, f/(x)=f’(x) olur.

olur ve

Ispat: f(x) fonksiyonun ikinci tiirevi

X dx X dx

£2(x) =(f(x)j“ df(x) {f(x)}df(x) ol

olur.

2
Bu durumda f(x) | df(x) # d’f(x)
x ) dx dx?

Teorem 6: f(x):R—R, aeR ve a>1, ve x, x; apsisleri
f(x) fonksiyonun optimum noktalari oldugu kabul
edilsin. Bu durumda kesir dereceli tiirev ile ilgili iki
durum s6z konusudur.

a) Eger f(x¢) maksimum ve f(x;) minimum ve
X,€(X0,X1) doniim noktasi ise, Vx,e(Xo,X;) igin
£9(x,)<f(x,) olur.
b) Eger f(x¢) minimum ve f(x;) maksimum ve
X,€(X0,X1) doniim noktasi ise, Vx,e(Xo,X;) igin
£9(x,)>f(x,) olur.

Ispat: o, e€R ve e<<I olsun.

a) Tirev isleminin derecesi a olsun.

£ (x) = lim f*(x+h)—f*(x) olur
h—0 (x+h)*-x*® '

Bu durumda x,=x¢t€ i¢in

lim f*(x, +€)—f*(X,)
e—>0

(Xo +€)* =X
lim f*(xq +2e)—f*(Xq)
T e—0

olur.

(Xo +2¢)* — X3
Xp=Xot2¢€ igin

lim f*(xq +2¢)—-f*“(x,)
e—>0

(xo +28)* — X3
lim f*(xq, +3e)—f*“(x,)

=Y

(xo +3¢)* — %3
olur.

X+tne=x,, X,=xXot(n-1)e ve n eZ' icin

Gazi Univ. Miih. Mim. Fak. Der. Cilt 30, No 3, 2015

A. Karci

lim f*(x, +(n—"1e)—-f*“(x,)
e—>0

(X +(n=1)e)" —xg
lim f*(xy, +ne)—f*(X,)
>0

(Xo +ne)* —Xxg
olur ve (x,,Xx;) aralig1 icin esitlik dogrudur.
b) Tiirev isleminin derecesi a olsun . xp=X,*¢€ i¢in

lim f*(x, +€)—f*(X,)
e—>0

(Xo +8)* =X
lim f*(xq +2e)—f*(Xq)
g0

(Xo +2¢)* — X3
olur.

lim f*(xq, +2e)—-f*“(x,)
e—>0

(Xo +28)" —xg
lim f*(xq, +3e)—f*“(x,)

=Y

(xo +3¢)* — %3
X+tne=x,, X,=x0+(n-1)e, ve neZ+ igin

lim f*(x, +(n—"1e)—-f*“(x,)
e—>0

(%o +(n=1)e)" —xg
lim f*(xy, +ne)—f*(X,)
Te—0

[«

(Xo +ne)* —Xxg

olur.

5. SONUCLAR (CONCLUSIONS)

Glniimiize kadar yapilan kesir dereceli tirev
tanimlar1 ve yaklasimlari tlirevin tanimi olan tamsay1
tiirevin devam ettirilmesi ¢abasi sonucunda eksik
veya hatali sonu¢ veren yontemler ortaya ¢ikmasina
sebep olmustur. Bu sebepten dolay1 yapilan kesir
dereceli tiirev tanimlarinin hepsi kesir dereceli tiirev
olmayip egri uydurma islemi oldugu kesindir. Eger
boyle olmasaydi, literatiirde kullanilan ydntemlerin
basinda gelen Euler, Riemann-Liouville ve Caputo
yontemlerinin eksiklikleri bu makale g¢alismasinda
ortaya konulamazdi.

Bu calismanin sonucunda literatiirdeki kesir dereceli
tirev tanimlarmin tiirev tanimi  olmayip egri
uydurma islemi oldugu kesindir. Ciinkii tiirev
taniminda limit olarak bagimli degiskenin degisim
oraninin bagimsiz degiskenin degisim oranina olan
oranidir.
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Bu

makale calismasinda kesir dereceli tiirev igin

tanim ortaya koymak, diger kesir dereceli tiirev
tanimlarmin eksikliklerini ortaya koymak ve ondan
sonra kesir dereceli tiirevin 6zellikleri ortaya koymak
olarak ozetlenebilir. Kesir dereceli tiirev igin yapilan
yeni tanimda tiirev derecesi “1” yaklastikca klasik
tiirevin Ozelliklerini ortaya koyar; diger durumda
klasik tiirevden farkli 6zellikler ortaya koymaktadir,
¢linkii gelistirilen yeni tanim sonucunda dogrusal
olmayan bir tiirev tanimi1 ortaya ¢ikti. Kesir dereceli

tiirevde

derece “1” olunca operatdr dogrusal

olmaktadir; aksi halde dogrusal olmayan bir tiirev
operatorii olur.
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