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Abstract: The aim of this study is to examine the conceptual and procedural understanding processes of eighth grade 

students through syllabi based on 5E Learning Cycle for the subjects of identities and factoring. In this qualitative research, 
the teaching experiment model was used. The research was carried out with 20 students studying in a public secondary school 

in Istanbul. The levels of mathematical success of these students were, high, medium and low, and thus were heterogeneous. 

A readiness test was applied to determine the prior knowledge and skills of students about identities and factoring. According 

to the data obtained from this test, three different syllabi were designed and implemented to examine students' conceptual and 
procedural understanding processes for identities and factoring. During the 12-hour teaching experiment, data were collected 

via researcher's observation notes, readiness test, activity handouts and worksheets. The data were analyzed using descriptive 

analysis technique. According to the results of the readiness test, students could adequately express their procedural 

knowledge about algebraic expressions in 6th and 7th grades; however, it was inferred that their conceptual knowledge 
wasn‟t complete. Furthermore, evaluations were made during the syllabi which were prepared within the scope of the 5E 

Learning Cycle. According to the data obtained from these evaluations, students were able to express the concept of identity, 

which is one of the learning outcomes of identities and factoring, in terms of both conceptual and procedural knowledge. 

However, it was observed that they were not able to completely achieve procedural and conceptual understanding of the 
identity (a - b) ²,  and procedural understanding of the identity a² - b². 
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Öz: Bu araĢtırmada amaç, özdeĢlikler ve çarpanlara ayırma konusuna yönelik, 5E öğretim modeline dayalı hazırlanan ders 
planları ile sekizinci sınıf öğrencilerinin kavramsal ve iĢlemsel anlama süreçlerini incelemektir. Nitel araĢtırma desenine 

sahip olan bu çalıĢmada, öğretim deneyi modeli kullanılmıĢtır. AraĢtırma, Ġstanbul ilinde bulunan bir devlet ortaokulunda 

öğrenim gören 20 öğrenci ile gerçekleĢtirilmiĢtir. Bu öğrencilerin matematik baĢarı düzeyleri yüksek, orta ve düĢük olmak 

üzere heterojen bir yapıdadır. Öğrencilerin özdeĢlikler ve çarpanlara ayırma konusuna yönelik ön bilgi ve becerilerini 
belirlemek için hazırbulunuĢluk testi uygulanmıĢtır. Bu testten elde edilen verilere göre özdeĢlikler ve çarpanlara ayırma 

konusuna yönelik öğrencilerin kavramsal ve iĢlemsel anlama süreçlerini incelenmek amacıyla üç farklı ders planı tasarlanmıĢ 

ve uygulanmıĢtır. 12 ders saati süren öğretim deneyi sürecinde araĢtırmacının gözlem notları, hazırbulunuĢluk testi, etkinlik 

kağıtları ve çalıĢma yaprakları ile veriler toplanmıĢtır. Veriler betimsel analiz tekniği kullanılarak analiz edilmiĢtir. 
HazırbulunuĢluk testinden, öğrencilerin 6. ve 7. sınıfta gördükleri cebirsel ifadeler konusuna yönelik iĢlemsel bilgilerini 

yeterli Ģekilde ifade edebildikleri; ancak kavramsal bilgilerinde eksiklikler olduğu belirlenmiĢtir. 5E öğretim modeli 

kapsamında hazırlanan ders planları süresince yapılan değerlendirmelerden elde edilen verilere göre, öğrencilerin özdeĢlikler 

ve çarpanlara ayırma konusunun alt kazanımlarından özdeĢlik kavramını hem kavramsal hem de iĢlemsel bilgi anlamında 
ifade edebildikleri, (a-b)² özdeĢliğini iĢlemsel ve kavramsal anlamalarında, a²-b² özdeĢliğini ise iĢlemsel anlamalarında 

eksiklikleri olduğu görülmüĢtür. 

Anahtar Kelimeler: Kavramsal anlama, iĢlemsel anlama, cebir, özdeĢlik, 5E öğrenme modeli 

Türkçe sürüm için tıklayınız 

 
1. Introduction 

The role of education in our age is more based on the extent to which knowledge is meaningful and practical 

in real life for a student rather than measuring how much a student learned. In innovative educational 

environments, the more favored ones are those in which students‟ role is not only to learn but also to interpret, 

question and analyze processes, and in which they can learn by themselves. Through the change in the revised 

curriculum (Republic of Turkey Ministry of National Education, 2009), the focus was shifted on a structure that 

favors not only the student-centered and procedural knowledge but also conceptual knowledge. With this 

perspective, students should not learn by memorizing and they should be given the chance to thoroughly 

understand a subject. Conceptual knowledge and procedural knowledge, which are needed to obtain this skill and 
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to put it to use in real life, were brought to attention by Hiebert and Lefevre (1986), and these types of 

knowledge have been accepted as the basic types of knowledge by researchers and teachers. Thus, conceptual 

and procedural knowledge have been seen as two of the most important research topics in the field of education. 

1.1. Conceptual and Procedural Knowledge 

A subject can be thoroughly learned by creating a meaningful relationship between conceptual and 

procedural knowledge (Delice & Sevimli, 2010). This is the only way to gain proficiency in mathematics. 

Therefore, mathematical knowledge needs to be supported in terms of conceptual and procedural knowledge in 

order to become useful. It is not always possible to separate conceptual and procedural knowledge which can be 

seen as two points on a continuum (Rittle-Johnson, Siegler, & Alibali, 2001). According to this opinion, it can be 

predicted that the bi-directional relationship between conceptual and procedural knowledge creates interactions 

between the two in time, and consequently they support each other (Rittle-Johnson and Schneider, 2015). In this 

respect, it is essential to balance mathematical knowledge of students in terms of both conceptual and procedural 

knowledge. Figure 1 represents an “iterative model” that shows the development of conceptual and procedural 

knowledge in students. 

 

Figure 1. Iterative model for the development of conceptual and procedural knowledge (Rittle-Johnson, 

Siegler and Alibali, 2001, p. 347) 

According to Figure 1, progress in conceptual knowledge affects procedural knowledge positively while 

enhancement of procedural knowledge allows conceptual knowledge to develop. In Figure 2, the interactions 

between conceptual and procedural knowledge in the mental processes of a student is given. 

 

Figure 2. The components of the relations between conceptual and procedural knowledge (Rittle-Johnson 

and Schneider, 2015, p. 1128). 

As given in Figure 2, an important component of learning is memory, and the skills that depend on memory 

show the correlated structure of conceptual and procedural knowledge during their formation. The formation of 

these components occurs in a chain-like system. Eventually, knowledge is structured in the long-term memory of 

the student and enables the student to answer the questions “Why?” and “How?”. Therefore, mathematical 
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knowledge needs to be supported in terms of conceptual and procedural knowledge in order to become useful. 

Rittle-Johnson and Siegler (1998) infer that there is a positive correlation between students‟ ability to 

comprehend mathematical concepts and applying procedures. Thus, the importance of interaction between 

learning mathematics and conceptual and procedural understanding becomes clear. Therefore, a type of 

education where conceptual and procedural knowledge is managed together would be more effective and 

meaningful. 

Considering its learning outcomes and aims, the subject field of algebra, which is one of the most basic 

subject fields of mathematics, can be seen as a field that requires both conceptual and procedural understanding 

to be managed together in class. 

1.2. The Subject Field of Algebra 

Baki (2015) summarizes the aim of the subject field of algebra as interpreting the notations of symbols and 

graphs, making deductions and relating through symbols and graphs, and expressing these deductions and 

relations with symbols and graphs. Usiskin (1988) explains algebra in a parallel way by arguing that it is a key to 

define and analyze relations and to classify and understand mathematical structures as well as to solve certain 

problems. Thus, it forms a basis for students‟ future algebra experience to utilize these two types of knowledge 

together in order to understand the subject of algebra which is not only a subject of mathematics but also a way 

of thinking in daily life. A significant amount of time is given to the subject of algebraic expressions in 

secondary school mathematics curriculum, and it is the subject where students are introduced to abstraction in 

mathematics. This subject is dealt with in more detail in each level of education from then on. Thus, it is one of 

the most important subjects of mathematics.  

Lower Secondary School Mathematics Curriculum consists of five subject fields which are Numbers and 

Operations, Algebra, Geometry and Measuring, Data Processing and Probability. Learning outcomes for the 

subject field of algebra first shows itself in the 6
th

 grade. It is aimed that 6
th

 grade students find the asked term by 

using number patterns, interpret variables and algebraic expressions, do addition and subtraction with algebraic 

expressions, and multiply a natural number with an algebraic expression. It is aimed that 7
th
 grade students 

understand the concepts of identity and equation, and solve first-degree equations in one unknown and related 

problems. In 8
th

 grade, students are expected to interpret equations and identities, and factor algebraic 

expressions. Examining the linear relation between two variables, solving equations and examining inequalities 

in one unknown are also included (Republic of Turkey Ministry of National Education, 2013). As given in the 

mathematics curriculum, the concept of identities and the subject of factoring are first taught in 8
th
 grade.  

Relations, formulas and applications that are used for the subject of identities in 8
th

 grade are not much 

related to the real life. Furthermore, students‟ learning is far from conceptual understanding in classes where 

teachers make students memorize the formulas for identities. On the other hand, in the mathematics curriculum 

(2018) it is stated that teachers should use concrete materials and various models as much as possible while 

teaching a new concept and evaluating. Thus, conceptual understanding of identities can be achieved by 

revealing the relation between algebra and geometry through models and by dealing with these two subject fields 

as a whole. In the mathematics curriculum (2018), it is emphasized that when applicable one should link the 

learning outcomes of algebra to those of other subject fields while teaching the learning outcomes of algebra. 

Therefore, interpreting the subject field of algebra by dealing with it in a concrete environment has a significant 

role in making students literate in mathematics, which is one of the goals of mathematics education, and in 

enabling them to gain the skill of algebraic thinking.  

Modeling identities with algebra tiles and geometrically interpreting the relations enable students to form the 

knowledge in an active learning environment. This is one of the most basic components of constructivist 

approach to learning. In constructivist approach to learning, student is the center of the curriculum, and the 

learning objectives are aimed for high-level skills while a process-based learning plan is made (Koç, 2002). Koç 

further explains this by saying that the content should be related to the interests of students and real life while the 

learning, teaching and evaluation activities are completed, applied and evaluated together with students (2002). 

The 5E Learning Cycle is one of the learning models that are most suitable for the constructivist approach, and it 

is one of the most effective models that can be applied in such learning environments. 

The 5E learning cycle enables students to discover new concepts by using their prior knowledge and enables 

them to relate these concepts to their prior knowledge. Thanks to the learning and teaching activities applied 

during classes, students thoroughly understand new concepts and learn about a certain problem situation by 

themselves. Thus, the 5E learning cycle is an approach to learning where the course is planned in phases 

(Kaymakçı, 2015). The 5E learning cycle is a model in the form of a cycle. It is named after the initials of each 

phase. These phases consist of engagement, exploration, explanation, elaboration and evaluation (Demir, 2018). 

In recent years, a considerable amount of research that is aimed for secondary school students in the subject 

field of algebra has been conducted and is still being conducted. The results of the research show that although 
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many regulations have been made in curricula in terms of teaching algebra, students still experience some 

problems in the subject field of algebra and they cannot successfully complete certain basic tasks such as 

interpreting an algebraic expression, forming relations between algebraic expressions, knowing what the concept 

“variable” means, forming identities, and as a result they have conceptual fallacies (Erdem & AktaĢ, 2018; 

Macgregor & Stacey, 1997; Övez & Çınar, 2018; ġahiner, 2018; ġimĢek, 2018; UlaĢ, 2015; Yıldız, Çiftçi, Akar, 

& Sezer, 2015). On the other hand, in some studies students were able to use their procedural skills by applying 

the necessary rules and formulas on algebraic expressions and identities, but they could not explain these 

procedures conceptually (Baki & Kartal, 2004; Bekdemir, Okur, & Gelen, 2010; Karaaslan & Ay, 2017; Sarı, 

2012). However, researchers detect that in learning environments where conceptual and procedural knowledge 

are supported and managed together, students can complete the tasks successfully, and permanent learning is 

achieved (Delice & Sevimli, 2010; Orhan, 2013; Örmeci, 2012; Rittle-Johnson, Siegler, & Alibali, 2001; Rittle-

Johnson & Koedinger 2009; TaĢtepe, 2018; Yazır, 2015). 

As a result of the type of learning where conceptual and procedural understanding are constructed together, 

to research the effects of them on students‟ success in algebra can give insight about the power of this success 

for the future mathematical success. This study explains how eighth grade students‟ conceptual and procedural 

understanding are formed in classes where 5E learning cycle is applied while teaching the subjects of identities 

and factoring. Moreover, it presents activities that mathematics teachers can use in algebra classes, and these 

activities are aimed at the needs of students in these classes. 

The aim of this research is to examine the conceptual and procedural understanding processes of eighth grade 

students in the subjects of identities and factoring through a teaching experiment based on 5E learning cycle.  

Thus, the answers to the questions of „„Do students have the prior knowledge required for achieving 

conceptual and procedural understanding of the subjects of identities and factoring?‟‟ and „„How do students 

proceed with 5E learning cycle in the subjects of identities and factoring in terms of conceptual and procedural 

understanding?‟‟ are sought. 

2. Methodology  

In order to do an in-depth examination of the conceptual and procedural understanding processes of the 

eighth grade students in the subjects of identities and factoring, a process-based approach is required. Therefore, 

a teaching experiment was used because it was more suitable for the aim of the research. Steffe and Thompson 

(2000) describe a teaching experiment as a conceptual means that researchers use to organize their activities and 

as a living methodology which is designed to research and explain the mathematical activity of students. The 

main goal of using a teaching experiment in a study is to enable the researcher to understand mathematical 

concepts and procedures created by students by experiencing students‟ ways of learning mathematics and their 

reasoning skills (Steffe and Thompson, 2000). Also, the methodology of teaching experiment can be defined in 

terms of three central aspects in the context of developmental research which are designing and planning the 

teaching, applying in-class activities and the retrospective analysis of all the data collected throughout the 

teaching experiment (Cobb, 2000). 

The most basic issue in conducting a teaching experiment is to make the actions and interactions  involved in 

the experiment reveal how a researcher should act and which questions he/she needs to ask in an unexpected 

situation (Steffe & Thompson, 2000). Thus, a teacher (a researcher) has a significant role in a teaching 

experiment. During a teaching experiment, teachers act in terms of the social context of the classroom and they 

are highly effective in supporting their students in their mathematical development by interacting with them 

(Cobb, 2000). The aim of the researchers is to examine students‟ reasoning skills by interacting with them 

responsively and intuitively (Steffe & Thompson, 2000). Researchers should keep expressing the underlying 

meaning of what students say and do so that the researchers can become more experienced under the guidance of 

students as the teaching experiment proceeds (Steffe & Thompson, 2000). 

In this study, likewise, it is aimed to examine the way students think and their conceptual and procedural 

knowledge of the subjects of identities and factoring by evaluating and interpreting the data collected. The 

teaching experiment method is used since it is designed to enhance the learning process of students and to enable 

the application of the syllabi. 

2.1. Participants 

The experimental group consists of 20 eighth grade students from a lower secondary school in Istanbul 

during 2017-2018 educational year. The reason for this group to be chosen is that the aimed learning outcomes 

are included in eighth grade and the students have heterogeneous levels of academic success. More importantly, 

the researcher has been teaching mathematics to them since fifth grade, which means that the researcher saw and 

experienced the difficulties students faced in the subject field of algebra. 
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In the results section of the research, each student is given a number for the sake of the group‟s privacy, and 

the students‟ levels of success were determined based on their grades in mathematics in 5
th
, 6

th
 and 7

th
 grade. 

These levels are given in Table 1 with the determined student numbers. 

 Table 1. Students Numbers with Respect to Their Levels of Success 

Level of Success Student Number 

High Level of Success S1, S2, S3, S10, S12, S15 

Medium Level of Success S5, S6, S7, S9, S13, S14, S16, S19, S20 

Low Level of Success S4, S8, S11, S17, S18 

It can be seen in Table 1 that students‟ levels of success are distributed heterogeneously. 

2.2. Means of Collecting Data 

The researcher‟s observation notes, diaries, the readiness test, activity handouts and worksheets included in 

the syllabi were used during the research. 

The readiness test was prepared in order to know the prior knowledge of the students about the subjects of 

algebraic expressions, identities and factoring which were included in the eighth grade curriculum and to form 

syllabi that were appropriate for the 5E model and what students knew. While preparing the test, learning 

outcomes of the subject of algebra that were included in 6
th

 and 7
th

 grade secondary school mathematics 

curricula were taken into consideration. The questions were aimed at the basic concepts about the subject and the 

application of these concepts, and they were able to assess the conceptual and procedural knowledge and skills 

of the students. In order to validate the test, the questions were written according to the textbooks, books about 

the subject, question banks and the experience of the researcher. Then, they were reviewed by a subject field 

expert and a mathematics teacher. For the authenticity of the test, first it was used in a pilot scheme. Then, the 

questions were reviewed and those that had semantical mistakes, problems in their structure of premise, etc. were 

corrected and the test was renewed. There were 16 open-ended questions in total in the test. There were 5 

conceptual questions about the learning outcome “Students can write an appropriate algebraic expression for a 

given verbal condition, and a verbal condition appropriate for a given algebraic expression” which is the first 

learning outcome of the subject of algebraic expressions in the 6
th
 grade, 1 procedural one about the learning 

outcome “Students can calculate the value of an algebraic expression for the possible natural number values of 

the variable”, 1 conceptual one about the learning outcome “Students can explain the meaning of simple 

algebraic expressions”, 2 conceptual and 1 procedural one about the learning outcome “Students can do 

additions and subtractions with algebraic expressions” which is one of the first learning outcomes of the 7
th

 

grade, 1 conceptual and 1 procedural one for each of the learning outcomes “Students can multiply a natural 

number with an algebraic expression”, “Students can express the rule of a number pattern with letters and can 

find the asked term of the pattern the rule of which is given in letters” and “Students understand the principles of 

addition, subtraction, multiplication and division properties of equality”.  

The prepared syllabi were appropriate for the 5E learning cycle. Syllabus 1 included the learning outcome 

“Students understand simple algebraic expressions and can paraphrase them”, syllabus 2 included the learning 

outcome “Students can multiply algebraic expressions and can factor them by using the grouping method” and 

syllabus 3 included the learning outcome “Students can explain identities via models and can factor them”. 

These syllabi were also first used in a pilot scheme, and due to some mistakes they were corrected by revising 

the activities in the syllabi and the questions in the worksheets. However, due to the nature of the experiment, the 

probability of making changes in the syllabi was always kept in mind throughout the application of it in case any 

event in the experiment might have required it. The activity handouts and worksheets included in the syllabi 

involved questions and activities that students could apply to new situations as these questions enabled them to 

think, question and interpret, and as they made the students experience the learning outcomes in terms of 

conceptual and procedural understanding. Questions, activities and various resources were examined and edited 

according to the needs of the experimental group. They were revised in accordance with conceptual and 

procedural understanding and examined by teaching specialists of the subject field. Then, their validity and 

authenticity were proven through a pilot scheme. 

2.3. Analysis of the Data 

Because the questions in the readiness test were open-ended, how the students solved the questions, which 

mathematical information they used, the procedures, drawings, comments and solutions were examined. Thus, 

the researcher learned about the students‟ prior knowledge that enabled them to conceptually and procedurally 

understand the subjects of identities and factoring. Syllabi 1 and 2 were prepared according to this data. Syllabus 

3 was prepared for the students who didn‟t have any problems in terms of syllabi 1 and 2, and it was based on 

the subjects of identities and factoring. Data was collected from the observations made during practices in the 

experiment, activity handouts of the students, worksheets, diaries and notes of the researcher. Then, this data was 
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examined carefully on the basis of descriptive analysis and in terms of the students‟ conceptual and procedural 

understanding of the learning outcomes.  

How to evaluate conceptual/procedural understanding and the relations between conceptual and procedural 

knowledge is highly important in terms of the interpretation and analysis of the results because these two types 

of knowledge can develop as an inseparable whole. While procedural knowledge involves the criteria of going 

through basic procedures step by step according to certain rules, formulas and algorithms, and of using prior 

mathematical knowledge in the knowledge level, conceptual knowledge involves knowing the meaning of basic 

concepts and giving examples, transitioning between representations and realizing relations between concepts, 

interpreting questions by approaching to them as a whole and evaluating the given answers, which require a 

more comprehensive and detailed evaluation (Rittle-Johnson & Schneider, 2015). 

Therefore, in the section where the results were described, students‟ answers and dialogs that took place in 

that moment were directly given in order to exemplify the conceptual understanding and procedural knowledge 

and skills of the students. The dialogs were recorded by the observer by taking notes without interrupting the 

class, and the observations made during the class were written in a diary right after the class. Then, the results, 

the way conceptual and procedural understanding were achieved and the relations in between were evaluated and 

interpreted. 

2.4. The Process  

The teaching experiment took 12 hours and consisted of the readiness test and three different syllabi. First of 

all, the answers to the readiness test, which was prepared according to the learning outcomes of the subject field 

of algebra included in the 6
th
 and 7

th
 grade secondary school mathematics curricula, and the review of literature 

in the subject field were examined. Then, what the students did wrong or didn‟t know was detected, and data 

about the conceptual and procedural knowledge of the students about the subject was collected. Using this data, 

the researcher prepared activities and worksheets which were applied in the engagement, exploration, 

explanation, elaboration and evaluation phases of the syllabi. These syllabi were appropriate for the 5E learning 

cycle that enabled managing conceptual and procedural understanding together. The aforementioned activities 

aimed to blend the procedural skills of the students with the knowledge they formed by making them first 

explore the subject conceptually. On the other hand, worksheets aimed to observe how the students apply the 

constructed conceptual and procedural knowledge in new situations. Three syllabi were prepared, and they 

included the learning outcomes of the subjects of algebraic expressions, identities and factoring. The learning 

outcomes given the syllabi according to this and how many class hours they took are shown in Table 2. 

Table 2. Learning Outcomes Given in the Syllabi and the Class Hours 

 Syllabus 1  Syllabus 2  Syllabus 3 

The 

Learning 

Outcome 

Students 

understand 

simple 

algebraic 

expressions 

and 

paraphrase 

them. 

 

Students 

can 

multiply 

algebraic 

expressions. 

Students 

can factor 

algebraic 

expressions 

through the 

grouping 

method. 

 

Students 

can 

explain 

identities 

using 

models. 

 

Students 

can factor 

similar 

forms of 

the 

expression 

a² + 2ab + 

b². 

Students 

can 

factor 

similar 

forms of 

the 

expression 

a² - 2ab + 

b². 

Students 

can factor 

similar 

forms of 

the 

expression 

a² - b². 

Class 

hours 

2 class 

hours 
 1 class hour 

1 class 

hour 
 

2 class 

hours 

2 class 

hours 

2 class 

hours 

1 class 

hour 

 

Syllabus 1, which was prepared according to the given syllabi and hours, and for the learning outcome 

“Students understand simple algebraic expressions and paraphrase them”, is shown in Figure 3. 
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Figure 3. Syllabus 1 

In the engagement phase, students were asked to write algebraic expression for various verbal expressions. In 

this phase, they were given the clue that the letters used in algebraic expressions represented numbers, and when 

these letters were replaced with different numbers the result changed and that these letters were variables. In the 

exploration phase, they were asked to find the term, coefficient and constant by editing the given algebraic 

expressions. In the phases of elaboration and evaluation, the students were asked questions that urged them to 

interpret simple algebraic expressions and paraphrase the given expressions. During the pilot scheme of this 

syllabus, it was realized that the activities of elaboration and evaluation repeated each other. Thus, after 

consulting an expert, it was decided to do a common evaluation in other syllabi after all of the learning outcomes 

of the syllabi were completed and before beginning the evaluation phase in order to save time. Syllabus 2 is 

given in Figure 4.  

 

Figure 4. Syllabus 2 

Students were asked to find the areas of different plane shapes in the engagement phase of Syllabus 2. In this 

phase, the focus was on the multiplication of algebraic expressions and the concept of factor. Then, the 

experiment continued with working on exploring, explaining and elaborating the learning outcome “Students can 

multiply algebraic expressions”. The elaboration phase of this part was also applied as the exploration phase for 

the learning outcome “Students can factor algebraic expressions through the grouping method” and the 

experiment continued with the phases of explanation and elaboration. In the exploration, explanation and 

elaboration phases, some practices were done by using algebra tiles. During these practices, they worked with 

teaching materials with which they were unfamiliar, and they got used to working with algebra tiles. Then, there 

was a common evaluation session for the two learning outcomes. After that, the experiment moved on to the 

third syllabus which included the subjects of identities and factoring. Syllabus 3 is given in Figure 5. 
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Figure 5. Syllabus 3 

While preparing Syllabus 3, the flexible structure of the curriculum was utilized. Each identity and factoring 

that identity were taught together. In the engagement phase, students did an activity that emphasized the concept 

of identity and the difference between an equation and an identity. Then, there were studies of exploration, 

explanation and elaboration for the identity (a + b)². In the elaboration phase, the focus was on factoring similar 

forms of the expression a² + 2ab + b², and this was also applied as the exploration phase for factoring similar 

forms of the expression a² + 2ab + b². The experiment continued with the explanation and elaboration phases. 

Then, the evaluation phase was skipped and the exploration phase for the identity (a - b)² began. Again in the 

elaboration phase, factors of expressions in the form of a² - 2ab + b² were emphasized, and the phase was applied 

as the exploration phase for factoring expressions in the form of a² - 2ab + b². The experiment moved on to the 

explanation and elaboration phases. Again, the evaluation phase was skipped and the exploration, explanation 

and elaboration phases for the identity a² - b² were applied. In these phases, this identity and factoring it were 

taught together. At the end of the syllabus, there was a common evaluation phase which included all of the 

identities and their factoring.  

3. Results 

Students‟ prerequisite learning outcomes about identities and factoring were examined on the basis of 

conceptual and procedural understanding through the readiness test. It was realized that students‟ answers were 

more inadequate in the conceptual knowledge questions that required modeling something, interpreting models 

and making deductions. Except the operational mistakes of a few students, whose success in the course was in 

lower-medium level, most of the students were more successful in questions that required procedural knowledge 

and skill. In the following section, the results about the minor issues of the research are explained. 

3.1. Results concerning the prior knowledge of the students that is required to achieve conceptual and 

procedural understanding of the subjects of identities and factoring 

The prior knowledge of the students that is required to achieve conceptual and procedural understanding of 

the subjects of identities and factoring was examined in Syllabus 1 and Syllabus 2.  

In Syllabus 1, students who participated in the engagement phase of the learning outcome “Students 

understand simple algebraic expressions and paraphrase them” were able to write appropriate algebraic 

expressions for the following verbal expressions: “„I gave 4 times the number of my pencils minus 2 pencils to 

Gül. How many pencils did I give to Gül?‟, „The number of girls in our classroom equals the product of 2 and 

the number of boys plus 1. How many boys are there?‟, „If the number of broken eggs is the sum of one fourth of 

all the eggs and 5, how many broken eggs are there?‟, „How can the square of a number be found?‟, „What is the 

sum of the number of Selma and Seher‟s books?‟. In the exploration phase, students were able to find the term, 

coefficient and constant, but most of them didn‟t remember that a constant is also a coefficient. Students were 

asked to leave this part of the table empty. Then, they were reminded that a constant is also a coefficient in the 

explanation phase. In the elaboration phase, most of the students were able to write appropriate algebraic 

expressions for verbal expressions and appropriate verbal expressions for algebraic expressions. Also, they were 
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able to find the terms, coefficients and constants of these algebraic expressions and paraphrase these expressions. 

In the evaluation phase, students thoroughly finished all of the questions. The solution of the student S11 in the 

evaluation phase is given in Figure 6. 

 

Figure 6. The Solution of Student S11 in the Evaluation Phase 
(Translation of the answers and the main question that are shown in this figure is given below: 

“2. Write appropriate verbal expressions for the given algebraic expressions. 

 a) 6 plus the square of a number 

b)7 times a number, plus 4 times another number, minus 3 

c) The product of 6 and the difference of a squared number and 1”) 

Students understood the concept of variable in terms of conceptual understanding, and they were able to 

write an appropriate algebraic expression for a verbal expression and an appropriate verbal expression for an 

algebraic expression. In addition, they were able to find the terms of an algebraic expression based on the 

addition and subtraction operations between the terms. However, in the elaboration phase it was seen that student 

S6 wrote -ab³ while rearranging the expression (-a.b) + (-a.b) + (-a.b) in the question that required doing 

operations between similar terms and that was designed for procedural understanding. In this part, the student‟s 

attention was drawn to the additions between the terms and the student was asked to check his/her solution. 

Then, students who made operational mistakes similar to those of S6 were allowed to correct their mistakes. 

Eventually, in the evaluation phase all students correctly answered all of the questions that required procedural 

skills. The solution of student S19 in the evaluation phase is given in Figure 7. 

 

Figure 7. The Solution of Student S19 in the Evaluation Phase  

Throughout this process, it was observed that students achieved procedural understanding of the subject by 

doing arithmetical operations between similar terms and paraphrasing algebraic expressions. Furthermore, thanks 

to the 5E learning cycle, it can be said that students were given the chance to experience the learning outcomes 

in a way that conceptual and procedural understanding supports each other. 

In the engagement phase, which was prepared for the learning outcomes “Students can multiply algebraic 

expressions.” and “Students can factor algebraic expressions through the grouping method.”, of the Syllabus 2, 

students were introduced to the topic through an activity about multiplying two algebraic expressions by using 

the area formula of a rectangle. It was seen that students were able to easily multiply two algebraic expressions 

by using the area formula of a rectangle in this activity. 

In the exploration activity, it was aimed to make students understand the distributive property of 

multiplication over addition and subtraction on different examples by using the area formulas of rectangular 

fields before moving on to the subject of multiplying algebraic expressions. The solution of student S7 in this 

phase is given in Figure 8. 
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Figure 8. The Solution of Student S7 in the Exploration Phase 

Because students had been taught about the distributive property in early years, it was observed that they 

didn‟t have any difficulties in this activity thanks to their prior knowledge. Students of lower levels of success 

and who had trouble with the preparatory practice also remembered the distributive property.  

Again as an exploration activity, in order for students to conceptually understand the multiplication of 

algebraic expressions by modeling with algebra tiles, each student was first distributed algebra tiles to gain some 

experience in making models and they were given information about the areas and the lengths of the sides. 

Multiplication of algebraic expressions was explained by modeling different forms of the operations 2.(x + 3), 

x.(x + 2), (x + 3).(2x - 1) with algebra tiles. This phase continued in Q&A format. Students were asked to model, 

and they were asked questions in order to learn their opinions and comments. Thus, conceptual understanding of 

the learning outcome could be achieved in a way that supports procedural understanding. The dialog between the 

researcher and students about modeling the expression (x + 3).(2x - 1) is as follows: 

A: Now, let‟s choose the algebra tiles that we need and determine the sides of the rectangle. 

S4: The sides should be (x + 3) and (2x - 1). (Most of the students were able to say this) 
S10: We can choose one tile with area of x² and three tiles with area of x. This side is (x + 3). 

S17: We put another tile with area of x² below this and we get 2x. 

S6: And at the bottom, we put this. This side of it is -1 (shows the tile representing the negative and the width of 

which is -1). 

After the first two multiplications, students could model the given multiplication as the area of a rectangle. 

They were able to find the area both conceptually by summing the areas of the pieces they used and procedurally 

by applying the distributive property to the expression (x + 3).(2x - 1), and they could show that the two results 

were equal. After the remarks of the students, the model was repeated and it was emphasized by drawing 

attention to the negative algebra tiles. Then, the session moved on to the elaboration phase after teaching about 

the distributive property over addition or subtraction again. 

In the elaboration phase, students were distributed algebra tiles and asked to model the multiplication of the 

given algebraic expressions using the algebra tiles and to write algebraic expressions that were suitable for the 

given model. In this phase, the solution of student S20 for the question given in part b is shown in Figure 9. 

 

Figure 9. The Solution of Student S20 for the Question Given in Part b 
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As shown in Figure 9, S20 first formed the model by using algebra tiles, and then drew a representation of it. 

Furthermore, S20 procedurally developed an algorithm by showing that the area of the formed shape was equal 

to the sum of the areas of the used pieces. However, S20, who used tiles with area of +1 unit² where green tiles 

with area of -1 unit² should have been used, was asked to multiply the algebraic expressions again by using the 

distributive property. Thus, S20 was able to see his/her mistake by examining the model and checking the 

lengths of the sides of the rectangle. Then, S20 reviewed his/her answer and corrected it. Therefore, it can be 

said for S20 that the conceptual understanding of the question was achieved. Also, it can be said that procedural 

understanding was also achieved because S20 confirmed the result by applying the distributive property.  

In another question of the elaboration phase, students were asked to write appropriate algebraic expressions 

for the given models. The solution of student S20 is given in Figure 10. 

 

Figure 10. The Solution of Student S20 for the Question Given in Part b 

S20, had disregarded the negative terms while solving the first question. However, in this question, S20 paid 

attention to the algebra tiles and was able to interpret the model and find the correct answer. When students were 

given already-done models in this part, they were able to answer the questions involving the multiplication of 

algebraic expressions conceptually more easily since they became experienced in using algebra tiles.  

During this part of the Syllabus 2, students identified the factors of the algebraic expression by using models. 

They were able to transition between representations by using models of multiplication of algebraic expressions. 

Furthermore, they were able to write the multiplication of algebraic expressions by interpreting the given model. 

Thus, it can be said that conceptual understanding was achieved. In addition, students were able to multiply 

expressions involving letters. They were able to apply the distributive property of multiplication over addition 

and subtraction while doing the multiplications 2.(x + 3), x.(x + 2), (x + 3).(2x - 1), and while multiplying 

algebraic expressions that they formed according to the given model. Thanks to this method, it was observed that 

students comprehended and applied the meaning of the distributive property of multiplication over addition and 

subtraction more easily, and thus, procedural understanding was supported. Also, working with concrete 

materials increased the interest and participation to the practice. In different phases of the syllabus, students had 

the chance to comprehend the multiplication of algebraic expressions conceptually and procedurally.  

Before starting the evaluation phase of multiplication of algebraic expressions, students easily remembered 

the concept of factor by referring to the subject of factors and multiplication that had been taught in the previous 

semester. Thus, they realized that each side of the rectangle was a factor, and then they were introduced to the 

subject of “factoring”. Then, the session continued with the exploration activity for the learning outcome 

“Students can factor algebraic expressions through the grouping method”. 

In the exploration phase, students were asked to form rectangles the areas of which were 3x + 6 and x² + 3x 

by using algebra tiles. Then, they were asked to find the areas of the formed rectangles by finding the side 

lengths in their models. The answers of students S19 and S18 to the questions are respectively given in Figure 

11. 
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Figure 11. The Solution of Students S19 and S18 in the Exploration Phase 

All students, including S19 and S18, made a rectangular model for the given algebraic expression, and were 

able to write the expression in the form of multiplication of two algebraic expressions. They also found the 

common factor. Thus, students were able to form a relation between algebra and geometry through the models 

they made and were able to achieve conceptual understanding of the grouping method of algebraic expressions. 

In order for the learning outcome to be understood procedurally, students were asked to remember their prior 

knowledge and think about how to procedurally use the grouping method. The dialog that took place in this part 

is as follows: 

A: So, do you remember how we find common factors or common multiples? We learned about these in our classes 

on factors and multiplication. For example, what are the common factors of 8 and 10? 

S2: Both of them can be divided by 2. 

A: S2, could you explain how we find that? 
S2: 8 equals 2 times 4. And 10 equals 2 times 5. Then, 2 is the common factor. 

A: Yes. Then what do you say about the common factor of the terms of the expression (x² + 3x)? 

S3: In the term (x² + 3x), x is a factor.  

A: Could you explain how we find that? 
S3: We can write x² as x times x, and 3x as 3 times x. So, both expressions have x in common. 

A: Yes, that is correct. Does everyone understand how we did that? (All students responded positively) If x is 

common, then how do we write the expression x² + 3x in the form of a multiplication? 

S3: We write it as x.(x + 3) by using the common factor. 
A: That is the exact way to write it. So, how do we write the expression 3x + 6 in the form of a multiplication? 

S5: 3 is common here. 

A: Could you explain how we find that? 

S5: 3x equals 3 times x, and 6 equals 3 times 2. So, 3 is common. It is written as 3.(x + 2). 

When students were reminded about the concepts of common multiple and common divisor that they had 

learned in the subject of factors and multiplication, they were driven to think about the subject. As a result, they 

were able to find the common divisors of numbers and they found the common factor. After that, when students 

were asked to find the factors of the given expressions and to find the common factors, they based their 

reasoning on this, and thus were able to find the common factors of the terms. As a result, students were able to 

find the common factors of algebraic expressions by developing a procedural algorithm. Thus, it can be said that 

students were able to express the grouping method by using their procedural knowledge. In the explanation 

phase, factoring algebraic expression through the grouping method was taught in terms of procedures. 

In the elaboration phase, there was a question that required students to factor the expressions 5x + 5y, 24a + 

32, 12m²n – 8mn², 18x³ – 27x² + 36x, 8a²b – 6ab² by using the grouping method and their procedural knowledge 

without making any models. All students were able to easily factor the first expression. The solution of student 

S11 for the expression 24a + 32 is given in Figure 12. 

 

Figure 12. The Solution of Student S11 for Part B 

S11 found one of the common factors while factoring the expression 24a + 32 instead of finding the greatest 

common factor. With the permission of S11, his/her solution was written on the board and examined. All 

students had the chance to see the solution and explanations and they were asked to contemplate. The dialog that 

took place in this part is as follows: 

T: Is the equality of 24a + 32 = 4.(6a + 8) factored correctly through the grouping method? 
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S10: Yes. Both 24 and 32 can be divided by 4. 
T: Then, are there any common factors in the expression 6a + 8? 

S7: Yes, there is. They can be divided into 2. 

T: So, what should be the common factor? 
S9: Then, it should be 8 because it equals 2 times 4. 

S11: It should be the greatest common factor. 

T: Yes, that is correct. Actually, the solution of S11 (showing 24a + 32 = 4.(6a + 8)) is not wrong, but if we choose 

the greatest one of the common factors of a given algebraic expression, we get a more correct equality.  

Thanks to the discussion where students were asked questions, both S11 and other students who did a 

mistake in this question found the greatest common factor of the terms, and procedurally understood how a 

common factor is found. The solution of student S3 for the expression 12m²n – 8mn² is given in Figure 13. 

 

Figure 13. The Solution of Student S3 for Part C 

Although S3 found the greatest common factor of the coefficients of the terms as shown in Figure 13, there 

were three students who didn‟t realize the common variables. The dialog that took place while student S3 was 

explaining his/her solution by using the board is as follows:  

T: S3, how did you find the common factor? 

S3: The number that divides 12 and 8 is 4. 
T: Could you also examine the variables of the terms? What are the common factors of the terms‟ variables? 

S3: Yes, the variables m and n are common.  

T: Could you explain how we find that? 

S3: m² equals m times m, and n² equals n times n. 
S11: So, the common factor is 4mn.  

Thanks to the solution done on the board and the explanations of this part, students procedurally learned how 

to find the common factors of variables by writing the exponent variables in the form of multiplications. Thus, in 

the other questions, all students were able to achieve procedural understanding of the learning outcome of 

factoring through the grouping method by finding the common factors of coefficients and variables of the given 

algebraic expressions. 

In terms of conceptual understanding and the learning outcome “Students can factor through the grouping 

method”, students comprehended the concept of common factor, and found the side lengths of the rectangles 

with areas of 3x + 6 and x²+3x by modeling them in this syllabus. As to the procedural aspects, students found 

the common factors by relating this subject to the subject of factors and multiplication, and were able to find the 

greatest common factors of the coefficients of the terms. In addition, they were able to find the common factor 

by writing the exponent variables (m²) in the form of multiplications (m times m), and they grouped the 

algebraic expression by taking the common coefficients and variables into account.  

In the evaluation phase of the syllabus, in order to see to what extent conceptual and procedural 

understanding were achieved for the learning outcomes “Students can multiply algebraic expressions” and 

“Students can factor algebraic expressions through the grouping method”, students‟ conceptual and procedural 

understanding were assessed together in the questions that required both making models and using procedural 

knowledge. In terms of these two types of knowledge, all students showed progress in both the answers to the 

evaluation questions and throughout the process. Furthermore, students were made ready for the subjects of 

identities and factoring by learning what they hadn‟t known and by completing their prior knowledge. 

3.2. Results concerning the conceptual and procedural understanding processes of students while learning 

the subjects of identities and factoring 

This section includes the results produced by the application of Syllabus 3 which had been prepared for the 

learning outcomes “Students can explain identities using models” and “Students can factor similar forms of the 

expressions „a² + 2ab + b², a² - 2ab + b² and a² - b²‟”. 

In the engagement phase, students were given different equalities. They gave different values to variables of 

the equalities, and saw that both sides of some equalities were the same under all conditions. Then, students were 

asked to find which of the following equalities had both sides being equal under all conditions: 2.(x + 4) = 2x + 

8, 2 – x = x + 2, -(4a + 7) = - 4a – 7, 9m + 7m = 16m, (3x)² = 3x². By doing arithmetical operations, most of the 

students said that these equalities were the 1
st
, 3

rd
, and 4

th
 ones. After that, students found that the variables of the 
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other equalities had only one value by replacing the variables with different numbers, and they remembered that 

these were equations. The dialog that aimed to give a clue about the concept of identity is as follows: 

A: What is the difference between the equations you found and the other equalities? 

S13: In the others, whatever value we give to x, the two sides are always equal. 

S5: But x has only one value in an equation. 

A: Yes, that is correct. So, how do you define these equalities? 
S19: No matter which number we replace the variable with, the right side is equal to the left side. 

Thus, it can be said that procedural knowledge of understanding the concept of identity and the difference 

between an identity and an equation were formed by supporting conceptual understanding. 

3.2.1. Results Concerning Square of Sum of Two Terms 

Figure 14 shows the solution of student S11 in the activity that was aimed at making students conceptually 

understand the identity of the square of sum of two terms in the exploration phase. 

 

Figure 14. The Work of Student S11 

All students, just like S11, found the area of the square by both summing the areas of the pieces and using the 

area formula of a square, and they saw that the two methods produced the same result. Thus, they realized that 

the expression (10 + 5)² is equal to the expression 10² + 2.5.10 + 5², which has three terms, by making models. In 

the explanation phase, what students had explored in the previous phase was explained again in terms of 

procedures by saying that the identity of (a + b)² is solved as the sum of the square of the first term plus two 

times the multiplication of the first term and the second term plus the square of the second term. 

In the elaboration phase, students were asked to write the expansions of the expressions (x + 5)², (2a + 3)², (k 

+ 4m)² by using the square of sum of two terms. It was seen that some students solved without squaring the 

coefficient in the expression (2a + 3)². After students were given a clue by reminding them to check their 

solutions in which they squared a variable with a coefficient, they corrected their mistakes. Therefore, it was 

observed that students achieved procedural understanding of this identity. In the other questions of the 

worksheet, students were asked to draw models of the given algebraic expressions by using algebra tiles, and to 

find the factors of the given expressions with three terms by using the area formula of the shape they formed. 

The solution of student S12 is given in Figure 15. 
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Figure 15. The Solution of Student S12 for the 3
rd

 Question 

The fact that all students, including S12, were able to model an expression with three terms by deciding 

which algebra tiles to use shows that they used conceptual knowledge. In addition, they were able to write the 

identity by using the side lengths of the square model. They did this through the area formula of a square and by 

summing the areas of the algebra tiles. Eventually, they found the factors of the given algebraic expressions. By 

modeling, they conceptually discovered that the factors of a given expression with three terms were also the 

factors of the algebraic expression that is one side of the square they formed. This phase was also applied as an 

exploration activity for the learning outcome of factoring the expression a² + 2ab + b². In the explanation phase, 

it was shown that (x + 2) was a factor of the algebraic expression x² + 4x + 4 by teaching the factoring method 

for x² + 4x + 4 in terms of procedures. In the elaboration phase, the questions were intended for factoring the 

expression a² + 2ab + b². The conceptual questions asked to model this, and the procedural ones were meant to 

assess procedural knowledge. Students were able to correctly answer both conceptual and procedural questions.  

Throughout the learning process, all students learned about the learning outcomes concerning the square of 

sum of two terms and factoring it. In terms of conceptual understanding, they learned about the concept of 

identity. They were also able to distinguish between an identity and an equation, and to form the identity by 

using geometrical models and relations. They generalized this identity through expressions with letters. In 

addition, they modeled expressions with three terms and they factored them. They were able to find the identity 

that is modeled geometrically and its factors. As to the procedural aspects, they were able to write the area 

formula of a square through terms with letters, and they wrote the expansion of the square of sum of two terms 

by using the formula. Also, they were able to factor algebraic expressions with three terms by using formulas. 

Thus, the subject of the square of sum of two terms and factoring it, as well as understanding this subject 

conceptually and procedurally, was repeatedly supported in various phases of the syllabus. 

3.2.2. Results Concerning the Square of the Difference of Two Terms 

In the exploration phase, students did an activity that was aimed to make them conceptually understand the 

square of the difference of two terms. Each student completed this activity by himself/herself. The work of 

student S5 is given in Figure 16.  

 
Figure 16. The Work of Student S5 

 

The dialog between the researcher and students about the solution given in Figure 16 is as follows: 
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T: How did you form the square that has sides of (8 - 1) units based on the square you had? 
S11: I cut 1 cm off the side, and here (shows the other side of the square). 

T: So, how did you find the area of the rest of the square? 

S5: I did it by multiplying two sides. 
T: Is there another way to find the area of the square? 

S20: By subtracting the parts that we cut off from the whole shape. 

T: That is correct. Now, let‟s find the area of the rest of the square by subtracting the areas of the parts we cut off 

the area of the whole square. 

Most students had determined the pieces the one side of which was 1 unit, and cut these pieces by themselves 

out of the squares the side of which was 8 units. Thus, in this part, they were able to realize that they had 

subtracted the square on the intersecting part of the cut pieces which had area of 1 unit
2
 twice. They told that the 

area of that square should be added. However, there were students who couldn‟t find the correct result and the 

identity. Still, these students were given the chance to conceptually understand the identity through the 

discussions in Q&A format and the solutions examined on the board. Furthermore, in order to support the 

conceptual understanding of the square of the difference of two terms and make this understanding more 

permanent, students were given squares with different side lengths and asked to do the previous activity one 

more time using these. Thus, they gained conceptual proficiency of the square of the difference of two terms by 

experiencing the problem by themselves on a square model. In the explanation phase, how to find the expansion 

of the square of the difference of two terms was explained once again in terms of operations. 

In the first question of the elaboration phase, students were asked to find the equal expressions of the 

algebraic expressions (x - 7)² , (3a - 4)², (z – 2t)² by using the square of the difference of two terms. They were 

able to find the correct answer by taking the coefficients of the terms into account. This shows that students 

gained the proficiency of procedurally understanding the expansion of the square of the difference of two terms. 

In the other questions of the worksheet, students were distributed algebra tiles. Then, they were asked to model 

the algebraic expressions x² - 4x + 4 and x² - 6x + 9, and to factor these expressions by using the area formula of 

a square on the square they made. The solution of student S20 is given in Figure 17. 

 

 
Figure 17. The Answer of Student S20 for the 2

nd
 Question 

 

The dialog between S20 and the researcher that took place in this part is as follows: 

T: Could you check whether the area of the model you formed equals the given algebraic expression? 

S20: When I sum the areas of these pieces, I get x² - 4x - 4. It isn‟t equal to this. (shows the question involving x² - 

4x + 4) 

T: So, could you check your model again? 
S20: I need one “x²”, four “-x” and four “+1” so that I get “+4”. I should put the orange ones here because their 

signs are positive. (Shows the algebra tiles with area of 1 unit2) 

While S20 was thinking about the square that he/she had modeled in the beginning, S20 realized by 

himself/herself that orange tiles with area of +1 unit
2
 should have been used instead of the green tiles with area 

of -1 unit
2
. Students who also used the wrong algebra tiles corrected their models according to the explanations 

made in this part. Thus, they learned from their mistakes and were careful about that in the other question. So, it 

can be said that students conceptually understood that the side length of the square was the factor of the algebraic 

expression. This phase was constructed as the exploration activity for factoring quadratic expressions. In the 

explanation phase, it was shown that (x - 3) was a factor of the algebraic expression x² - 6x + 9 by explaining the 

factoring method for x² - 6x + 9 in terms of operations. 

In the elaboration phase, students were able to factor the expressions 9m² - 42m + 49, 25a² - 80ab + 64b², 

which have three terms, by using their procedural knowledge, and they correctly answered the conceptual 

questions that asked for modeling. In this class, all students learned about the learning outcomes concerning the 
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square of the difference of two terms and factoring it. In terms of conceptual understanding, they found the 

identical expression of the square of the difference of two terms by using the area formula of a square. They 

generalized this numerical identity through expressions with letters. Also, they were able to geometrically model 

algebraic expression with three terms and factor them. Finally, they were able to find the identity that was 

modeled geometrically and its factors. As to the procedural aspects, they found the expansion of the square of 

the difference of two terms by using the formula, and were able to factor the algebraic expressions with three 

terms by using the square of the difference of two terms. As a result, it can be said that the square of the 

difference of two terms and factoring this identity were experienced by all students in a way that conceptual and 

procedural understanding supports each other throughout the phases of 5E learning cycle. 

3.2.3. Results Concerning Difference of Two Squares  

The activity included in the exploration phase was aimed to achieve conceptual understanding of difference 

of two squares. In order to make this activity easier to understand, dot or graph papers were used. The solution of 

student S12 is given in Figure 18. 

 
Figure 18. The Work of Student S12 

All students, including S12, were able to say that the area of the bigger piece they found at the beginning was 

equal to the area of the rectangle they formed in the second stage. The dialog between the researcher and S6 that 

took place in this part is as follows: 

T: How do you find the area of the rectangle you formed? 

S6: Teacher, the shorter side should be (9 - 3) and the longer side should be (9 + 3). I would multiply these to find 
the area. 

T: Yes, that is correct. So, what can we say about the areas we found?  

S6: This is the same shape (shows the rectangle). We formed it by cutting. The two are equal. 

S20: Teacher, this means that we factored 9² - 3². 
T: Yes, that‟s exactly what we did. 

Thus, it can be said that students conceptually discovered how to factor 9² - 3² by proving that these two 

expressions were equal. All students gained proficiency in conceptual understanding of difference of two squares 

and factoring it. In the explanation phase, the identity a² - b², which had been discovered by students, and 

factoring it were explained by making models.  

In the elaboration phase, there was a question that was aimed for conceptually and procedurally assessing 

students‟ knowledge and skills for difference of two squares and factoring it. The solution of student S10 for this 

question is given in Figure 19. 

 
Figure 19. The Solution of Student S10 in the Elaboration Phase 
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Students found the area of the final shape by first subtracting the area of the smaller square from the area of 

the bigger square. Then, they were able to write the factors by using the expansion of difference of two squares. 

In this class, students learned about the subject of difference of two squares and factoring it. In terms of 

conceptual understanding, all students were able to find the expression that was equal to the difference of two 

squares by using the area formulas of a rectangle and a square on their models. In addition, they discovered the 

general identity a² - b² through the examples of 9² - 3² and x² - 6², and they found the identity representing the 

given model and its factors in different problems. In terms of procedural understanding, on the other hand, they 

were able to factor the expression of difference of two squares through the area formula, and they could factor 

the given algebraic expressions in different problems. Thus, it can be said that all students experienced 

conceptual and procedural understanding of the identity a² - b² during the phases of exploration and elaboration 

of this syllabus in a cycle. 

In the 1
st
 and 2

nd
 questions of the evaluation phase, which was the last part of the teaching experiment, 

students found the equalities that were identities by giving different values to the variables and seeing which 

equalities were true under all conditions. They were able to distinguish between an identity and an equation by 

both doing mathematical operations and writing the expansions because of having learned all of the identities. 

The solution of student S14 for the first question requiring to identify the identities is given in Figure 20.  
 

 
Figure 20. The Answer of Student S14 for the 1

st
 Question 

 

S14 said that the algebraic expressions which were always equal to each other for all the values of the 

variables were identical. This shows that S14 explained the concept of identity by using his/her conceptual 

knowledge. Some students were able to match the algebraic expressions that were identical because they had 

learned the expansions of identities. The solution of student S11 is given in Figure 21. 

  

 
Figure 21. The Answer of Student S11 for the 1

st
 Question 

 

It was seen that some students like S11 found the identical terms through the rules of identities which they 

had learned based on their procedural knowledge. In the 2
nd

 question, students were asked to distinguish between 

the concepts of identity and equation. The solution of student S7 is given in Figure 22.  

 

 
Figure 22. The Answer of Student S7 for the 2

nd
 Question 

 

When the evaluation papers were examined, it was observed that other students paid attention to the 

coefficients of the equalities and their signs just like S7 did. Also, they took the rules of identities into account, 

and found the equalities that weren‟t identities. Thus, it can be said that students distinguished between the 

concepts of equation and identity based on their procedural knowledge. Eventually, procedural skills of students 

enabled them to distinguish between basic structures like an equation and an identity and to understand these 
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structures. These skills also enabled them to discern the concept of identity. Therefore, procedural skills of 

students supported their conceptual learning.  

Figure 23 shows the solution of student S4 for another question that was about factoring the square of the 

difference of two terms and that was intended to assess procedural understanding.  
  

 
Figure 23. The Answer of Student S4 for the 3

rd
 Question 

 

 S4 realized that the square root of 361 was 19, but squared the whole algebraic expression. Thus, it was seen 

that S4 didn‟t realize that the given expression was in the form of the square of the difference of two terms. The 

solution of student S18 for the same question is given in Figure 24.  

 

 
Figure 24. The Answer of Student S18 for the 3

rd
 Question 

 

 Although S18 realized that the given algebraic expression was the expansion of the square of the difference 

of two terms, S18 couldn‟t find the second term. It is deduced that 4 students, including S14 and S18, whose 

levels of success were low didn‟t have sufficient procedural understanding of the square of the difference of two 

terms. However, students whose levels of success were medium or high were able to answer the question easily.   

In another question, students were asked to first write the algebraic form of a given verbal expression, and 

then to factor it. The solution of student S5 is given in Figure 25.  
 

 
Figure 25. The Answer of Student S5 for the 4

th
 Question 

 

As shown in Figure 25, the algebraic expression written by student S5 was wrong, and S5 couldn‟t find the 

common factor of the terms. After the evaluation, S5 was asked about why he/she had chosen to solve it in this 

way. S5 said that he/she had thought this was what the question asked for, and that this was the reason for 

writing the algebraic expression in that way. Thus, it is deduced that carelessness caused this mistake and not 

lack of knowledge. However, most students were able to find the square of sum of two terms by writing the 

appropriate algebraic expression for the given verbal expression and writing its expansion. Thus, it was deduced 

that most students achieved conceptual and procedural understanding of this identity. 

Furthermore, students were able to correctly write the similar forms of identities a² + 2ab + b² and a² - 2ab + 

b² by using their procedural knowledge while factoring these expressions. However, 5 students couldn‟t factor 

the expressions given in the form of a² - b². The solution of student S7 is given in Figure 26. 
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Figure 26. The Answer of Student S7 for the 5

th
 Question 

 

S7 found the square roots of the terms of expressions given in parts c and d. However, S7 saw these 

expressions as the square of sum or difference of two terms by generalizing the expressions, and made mistakes 

in the equalities he/she wrote. When the evaluation papers were examined, it was realized that students had 

difficulty in parts c and d. In part c, student S13 factored without grouping the terms and without making 2 the 

common factor. This issue might have been caused by not dwelling on different algebraic expressions which 

would have made students use their procedural knowledge in the elaboration phase of difference of two squares. 

Therefore, it was deduced that procedural knowledge of these students for factoring the difference of two squares 

was not complete. 

In the last question where students were asked to explain identities through models, students easily modeled 

the square of sum of two terms and difference of two squares, but had difficulty modeling the square of the 

difference of two terms. The solution of student S14, whose level of success is medium, is given in Figure 27. 
 

 
Figure 27. The Solution of Student S14 for Part c 

As shown in Figure 27, S14 first tried to write the expansion of the identity, but did mistakes in the signs of 

the terms. S14 didn‟t show the negative tiles in his/her model, and modeled a square the side length of which 

was (2x + 1). The student‟s procedural mistake caused him/her to model incorrectly. It was also observed that 

conceptual understanding of S14 was not complete. On the other hand, a few students couldn‟t use the negative 

algebra tiles, and couldn‟t finish their models. The solutions of students S11 and S9 are respectively given in 

Figure 28. 

   
Figure 28. The Solutions of Students S11 and S9 

5 students tried to model a square the side length of which was (2x - 1) for the given algebraic expression just 

like S11 and S9 did. However, they couldn‟t finish their models. After the evaluation phase, S11 and S9 were 
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asked about how they formed the models. They said that they tried to form a square but couldn‟t figure out the 

length of the other side. Thus, it was observed that these students‟ conceptual understanding of the identity (a - 

b)² was not complete. Their procedural knowledge was not complete either since they couldn‟t write the 

expansion of the identity. Results concerning the formation of students‟ conceptual and procedural 

understanding of modeling and factoring identities are given in Table 3. This data is based on the answers to the 

evaluation questions which were the last phase of the teaching experiment. 
 

Table 3. Results Concerning Students‟ Conceptual and Procedural Understanding of the Subjects of Identities 

and Factoring  

Type of 

Knowledge 
Learning Outcome 

Question 

Number 

Student 

Number 

C
o
n

ce
p

tu
a
l 

U
n

d
er

st
a
n

d
in

g
 Students understand the concept of identity. 1 All 

Students can explain the difference between the 

concepts of identity and equation. 
2 All 

Students can find the square of sum or difference of 

two terms by writing the appropriate algebraic 

expression. 

4 All except S5 

Students can model 3x.(x - 2) and similar 

expressions by using algebra tiles. 
6 (part a) All 

Students can model (x + 3)² and similar expressions 

by using algebra tiles. 
6 (part b) All except S16 

Students can model (2x - 1)² by using algebra tiles. 6 (part c) 
All except S4, 

S8, S11, S14, S18 

P
ro

ce
d

u
ra

l 
U

n
d

er
st

a
n

d
in

g
 

Students can write the expansions of the identities 

(a + b)², (a - b)² and a² - b² through their rules. 
1 All 

Students can factor quadratic expressions with three 

terms by using the rules of (a + b)² and (a - b)². 

5 (parts a 

and b) 
All 

Students can write the appropriate algebraic 

expression for a verbal expression, and factor it. 
4 All except S5 

Students can multiply the terms in 3x.(x - 2) by 

using the distributive property. 
6 (part a) All 

Students can write the expansion of the expression 

(x + 3)² through the rule of the identity. 
6 (part b) All except S16 

Students can write the expansion of the expression 

(2x - 1)² through the rule of the identity. 
6 (part c) 

All except S9, 

S11, S14 

Students understand the square of the difference of 

two terms and find an unknown term of it. 
3 

All except S4, 

S8, S11, S18 

Students use difference of two squares on different 

algebraic expressions. 

5 (parts c 

and d) 

All except S7, 

S8, S13, S18 
 

As shown in Table 3, all students drew the models for the square of sum of two terms more easily by using 

algebra tiles and easily factored it in their conceptual and procedural understanding processes in the subjects of 

identities and factoring. Because all terms of the square of sum of two terms are positive, it was seen that 

students completely achieved both conceptual and procedural understanding. However, students S4, S8, S11, 

S14, S18, who have low or medium levels of success, had difficulty modeling the square of the difference of two 

terms, while students S4, S8, S11, S18 had difficulty procedurally understanding the square of the difference of 

two terms. Also, it was observed that students S8, S18, S7 and S13 had difficulty procedurally understanding 

difference of two squares. 

4. Discussion, Conclusion and Suggestions 
 

In this research, conceptual and procedural understanding processes of eighth grade students in the subjects 

of identities and factoring were examined through a teaching experiment based on 5E learning cycle. Thus, 

results were analyzed in two stages where the questions of „„Do students have the prior knowledge required for 

achieving conceptual and procedural understanding of the subjects of identities and factoring?‟‟ and „„How do 

students proceed with 5E Learning Cycle in the subjects of identities and factoring in terms of conceptual and 

procedural understanding?‟‟ were examined. 

In the first stage, prior knowledge of students about the prerequisite learning outcomes of identities and 

factoring was examined. Thus, learning outcomes of “Students understand simple algebraic expressions” and 

“Students can paraphrase algebraic expression‟‟ were considered as the prior knowledge that students use in 

order to achieve conceptual and procedural understanding of the subjects of identities and factoring which are 
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included in the mathematics curriculum. In this respect, it was observed that students easily wrote appropriate 

algebraic expressions for given verbal expressions, and appropriate verbal expressions for algebraic expressions. 

In addition, students remembered the concept of variable (unknown), and rearranged algebraic expressions by 

using the four basic mathematical operations on terms. However, all students forgot that a constant is also a 

coefficient. Furthermore, it was observed that some students ignored the “-” and “+” signs in front of the terms 

while identifying terms. In her research on learning algebra, Gürsoy (2019) observed that students had difficulty 

identifying the terms and coefficients of algebraic expressions, and they ignored the signs while identifying the 

terms and coefficients. She adds that she couldn‟t find any other way than constantly repeating the definitions of 

variable, term, coefficient and constant during class in order to resolve this issue. Since students face such 

difficulties while using mathematical symbols, it can be suggested that teachers endeavor to make students 

conceptually understand symbolic expressions in mathematics classes. In the elaboration phase of the learning 

outcome “Students can paraphrase algebraic expressions” and the evaluation phases of these two learning 

outcomes, it was observed that students were able to show the concepts of term, coefficient and constant given in 

different questions of the worksheet as well. Also, they didn‟t forget about the signs of the terms and were able 

to paraphrase algebraic expressions by doing arithmetical operations between terms with letters. Similarly, 

Gürsoy (2019) states that it would be helpful for students to be reminded about their prior knowledge about 

operations with integers, which students should have, before starting the subject of algebraic expressions because 

this would help them do operations with algebraic expression. Therefore, it is recommended that teachers use 

activities that renew and complete students‟ prior knowledge because this contributes to students‟ procedural and 

conceptual understanding of a certain subject.  

In the learning outcome “Students can multiply algebraic expressions”, which is another prerequisite learning 

outcome, it was observed that students conceptually interpreted the distributive property over addition and 

subtraction through modeling. Through the activity that involved modeling with algebra tiles and was included 

in the syllabus, it was observed that students conceptually understood the concept of factor by using what they 

had learned in the subject of factors and multiplication. Sarı (2012) states that after a conceptual learning period 

supported by metacognition, students might think about the solutions of similar questions that require the use of 

procedural knowledge through their metacognitive ability and correct their procedural mistakes while solving 

questions, and adds that teaching algebra in a way that supports conceptual understanding may contribute to the 

success in gaining and using procedural knowledge. Thus, it was observed that doing activities or solving 

questions that were concept and process-based instead of knowledge-based ones was more effective in learning 

the subjects conceptually. As a result, it is recommended that teacher utilize activities that support conceptual 

understanding in their classes. 

There were students who couldn‟t interpret the results of the multiplications of the similar forms of the 

algebraic expression (x - 2).(x + 3) which involved negative terms, and they did the multiplications through the 

models they made. It was noticed that procedural knowledge of these students for multiplying algebraic 

expressions was complete. However, they couldn‟t relate the results they found with the models they made, 

which meant that their conceptual understanding was not complete. A similar situation was observed in the study 

of Birgin and Gürbüz (2009) where they deduced that secondary school students were more successful in 

problems that assessed procedural knowledge than the ones that assessed conceptual knowledge. On the other 

hand, in the research she carried out based on the modeling method, Yazır (2015) inferred that activities 

involving models developed conceptual and procedural knowledge. Therefore, it is recommended that teachers 

use more activities with models, utilize more visuals or use more materials during the in-class activities when 

they teach the learning outcomes aiming to achieve conceptual understanding.  

In the learning outcome “Students can factor algebraic expressions through the grouping method”, students 

modeled the expressions “3x + 6” and “x² + 3x” by forming rectangles with algebra tiles, and wrote the algebraic 

expressions as multiplication of the two sides of the rectangle. Eventually, it was observed that they conceptually 

understood how to interpret factoring algebraic expressions on the basis of modeling. Furthermore, while 

factoring the same algebraic expression, the given examples consisted of natural numbers in order to support 

procedural understanding, and the focus was on the common divisors of these numbers. Thus, students explored 

the way algebraic expressions are factored. Similarly, Baykul (2014) argues that teachers should remind the 

concepts of factor and factoring, and begin with activities involving natural numbers when they start teaching the 

subject of factoring algebraic expressions since they had focused on the concept of factor when they had taught 

the subject of factors and multiplication. As a result, mathematics teachers can be suggested that they utilize 

more practices where conceptual and procedural understanding are supported and where students relate subjects 

of mathematics in order to provide a more useful learning.  

In the phase where the learning outcomes “Students can multiply algebraic expressions.” and “Students can 

factor algebraic expressions through the grouping method.” were evaluated together, questions that assessed 

conceptual and procedural understanding were given together. It was observed that students formed the models 

in the correct way and were able to interpret the given models. Also, they correctly answered the questions by 

using their procedural skills on different models. This is parallel to the results given in the study of Rittle-
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Johnson and Koedinger (2009) which was that teaching classes in a way that conceptual and procedural 

learnings are iterated facilitated gaining procedural skills and supported conceptual learning. 

In the second stage, conceptual and procedural understanding processes of students while learning the 

subjects of identities and factoring were examined, and this was the main goal of the study. Thus, according to 

the results produced by Syllabus 3, students were able to find the algebraic expressions that were proven to be 

equal by giving different values to the letters in terms of understanding the concept of identity. Also, they 

conceptually discovered the difference between their answers and the concept of identity as well as between an 

equation and an identity. As a result, it was observed that procedural knowledge supported the formation of 

conceptual knowledge. This result is parallel to the conclusion of Baki and Kartal (2004) which was that 

mathematical learning of students became more effective and permanent when the relations between 

mathematical concepts were emphasized during classes on these concepts. Furthermore, all students participated 

in the activity thanks to the Q&A method, and they were encouraged to contemplate the difference between the 

concepts of equation and identity. Thus, students gained understanding of these concepts although they hadn‟t 

heard of them until then. As a result, it is recommended that teachers use different methods of teaching and 

encourage students to give their own explanations in order to teach the subject effectively. It is also suggested 

that teachers choose practices that attract students before starting to teach the subject.  

In the subjects of the square of sum or difference of two terms, difference of two squares and factoring these 

expressions, students were able to find the expansions of these identities by associating them with geometrical 

shapes and relations through algebra tiles and by generalizing numerical relations through letters in different 

phases of 5E learning cycle. Thus, they experienced the formation of the knowledge about the subject 

conceptually and procedurally. Similarly, Akın and Pesen (2010) state that using concrete materials while 

teaching identities is effective in making students experience active learning and making their knowledge more 

permanent. Moreover, in her study, Çaylan (2018) argues that using discovery learning and its methods in 

teaching algebraic concepts positively affects learning in secondary school. Therefore, while teaching identities, 

teachers may develop different teaching methods such as using concrete materials like algebra tiles that students 

can form by themselves and making models that contribute to conceptual learning.  

Because geometrical shapes and formulas that have a significant role in the subject field of algebra contribute 

to conceptual understanding of students and help them do operations and learn formulas, teachers are 

recommended to use these in algebra classes. Furthermore, students were able to factor the similar forms of the 

expression a² ± 2ab + b² and of difference of two squares through mathematical operations, formulas and rules. 

Thus, they also achieved procedural understanding. Baki and Kartal (2004) and Rittle- Johnson and Alibali 

(1999) argue that in terms of gaining conceptual and procedural knowledge, the development of conceptual 

knowledge facilitates the formation of procedural knowledge. As a result, for the permanence of the learning 

outcome, mathematics teachers are recommended to teach the conceptual and procedural aspects of the learning 

outcome in a way that these support each other and are balanced. Mathematics teachers are also recommended 

that they allow students to discover the rules and formulas on identities and factoring them by showing the 

proofs of these instead of directly giving these to students and telling them to memorize them. 

 It was observed that some students disregarded the coefficients while squaring the terms of the expression 

(2a + 3)². However, these students realized their mistakes once they were given clues, and corrected these by 

themselves. After this, most students were careful about the coefficients of the terms in the question requiring to 

factor algebraic expressions with three terms, and they were able to factor these algebraic expressions by 

correctly using their procedural knowledge. ġahiner (2018) inferred that 8
th
 grade students made mistakes in 

algebra questions involving parentheses, and had difficulty applying the rules of arithmetic operations to 

algebraic expressions. This result is similar to the aforementioned one. 

While working with algebra tiles to model the algebraic expression x² - 4x + 4, students of lower levels of 

success disregarded the fact that multiplication of the side lengths of the square should be equal to the sum of the 

areas of the pieces used to form the square. This shows that conceptual understanding was not sufficient to find 

the square of the difference of two terms by modeling. Similarly, Soylu and Soylu (2006) found that students had 

difficulty learning concepts which required them to use their procedural and conceptual knowledge together. In 

order to eliminate this problem, students were first asked to model the algebraic expression x² - 6x + 9. After 

some explanations and clues were given, it was seen that they didn‟t do the same mistake in this question, and 

they formed the correct square model by using the correct algebra tiles. Finally, they factored the given algebraic 

expression by determining the side lengths of the square they formed. This is supported by the deduction of Özer 

and ġan (2013) which was that activities supported by visual materials during classes on identities enhanced the 

success of students approximately sixty percent. On the other hand, Rittle-Johnson and Koedinger (2009) argue 

that an iterative process of conceptual and procedural understanding in teaching modeling makes concepts and 

procedures easier to learn. In this respect, the number of further activities involving conceptual and procedural 

knowledge together should be increased in mathematics classes, and subjects should be taught in a way that 

these two types of knowledge are balanced. 
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In the evaluation phase which involved the complete subjects of identities and factoring and was the last 

phase of the 5E learning cycle, students were able to conceptually distinguish between the concepts of identity 

and equation. They were able to explain what an identity is, the difference between an identity and an equation, 

and what the variables of an equation stand for. Also, they wrote the expansions of the algebraic expressions 

which were identities by using their procedural knowledge, and determined the equalities that weren‟t identities. 

Thus, it is deduced that in mathematics classes, emphasizing not only what a concept is and its definition but 

also the relations between concepts makes mathematical concepts more permanent in students‟ minds. As a 

result, mathematics teachers are recommended to focus on the relations between concepts while teaching.  

Because of the unknown coefficient in the algebraic expression a² - ♦a + 361, it was observed that students of 

low level of success couldn‟t completely achieve procedural understanding of the subject of the square of the 

difference of two terms and factoring it. The reason for this could have been that either students couldn‟t 

remember the expansions of the identities and methods of factoring them or they couldn‟t comprehend how to 

apply their knowledge in a different question. This is parallel to the result given in the study of ġahiner (2018) 

which was that in the subject of identities, either students did mistakes especially while doing the four basic 

operations or they couldn‟t use the algebraic identity which was the one asked for. This is also supported by the 

result given in the study of Çelik and GüneĢ (2013) which was that most 7
th
 and 8

th
 grade students had difficulty 

using the information that symbols with letters were numbers, unknowns and variables. Therefore, mathematics 

teachers are recommended that they enable students to see problems in different structures and enable them to 

use their knowledge in different situations while teaching the subjects of identities and factoring.  

In a question that assessed both conceptual and procedural understanding, student S5 wrote a different 

algebraic expression for the given verbal expression, and couldn‟t factor this expression. This is similar to the 

conclusion of Birgin and Gürbüz (2009) which was that secondary school students were more successful in 

questions that assessed procedural knowledge. However, in the question requiring to factor the given algebraic 

expression through procedural knowledge, the reason why students S7, S8, S13, S18 couldn‟t use the rule of 

difference of two squares in different questions may have been that they hadn‟t done activities which would have 

strengthened their procedural knowledge. It appears that mathematics teachers should find the most effective 

ways of enabling students to experience algebraic thinking and to reason. Thus, mathematics teachers are 

recommended that they utilize different types of questions that require algebraic thinking as much as possible. In 

the last question of the evaluation phase, students were asked to draw models of algebraic expressions, which 

were designed for conceptual understanding, by using algebra tiles. Students S2 and S5, whose levels of success 

are high and medium, first used their procedural knowledge and didn‟t directly use their conceptual knowledge. 

Thus, it is deduced that procedural understanding was prioritized with respect to conceptual learning. This is 

parallel to the result given in the study of Sarı (2012) which was that procedural knowledge points of 7
th
 grade 

students were significantly higher than their conceptual knowledge points at the end of the teaching period which 

was conducted through metacognitive strategies in terms of these students‟ conceptual and procedural 

knowledge development in the subjects of algebraic expressions and equations. Similarly, in their research, Baki 

and Kartal (2004) deduced that most students experienced a type of mathematical learning in which procedural 

knowledge was prioritized with respect to conceptual knowledge during the formation of these students‟ 

algebraic knowledge. As a result, it is recommended that the number of resources to guide teachers in conceptual 

teaching is increased in order to enhance conceptual understanding of students to the point that it reaches their 

level of procedural success. 

 While modeling the identity (2x - 1)², some students whose levels of success in mathematics were medium 

and low couldn‟t relate their knowledge in geometry to the subject of identities. In addition, reasoning skills of 

these students weren‟t sufficient, and their procedural knowledge was more enhanced than their conceptual 

understanding. Similarly, in her study, UlaĢ (2015) inferred that students whose levels of success were low 

weren‟t able to correctly do operations with algebraic expression by using the area of a rectangle. Likewise, in 

terms of the learning outcome about being able to explain identities through models, Dündar (2012) found that 

students had difficulty relating their algebraic and geometrical knowledge on geometrical shapes, and the 

primary reason why they couldn‟t find the relation between the side length of the shape they formed and its area 

while finding the expansions of identities was that they didn‟t understand that the found area should have been 

the same at the end of both procedures. Therefore, it could be a more suitable method to teach students about the 

structure of identities involving subtraction in terms of algebra before making models for these identities. After 

that, students can model by discovering the relation between these identities and geometry. Finally, it is inferred 

that students couldn‟t relate the model with the algebraic expression given in the question, and they couldn‟t 

utilize their past experience while solving similar questions. Consequently, it is recommended that learning 

environments in which teachers closely know their students‟ needs and methods of learning are provided. These 

environments should be designed in a way that students are more active in their own learning experience, and 

they evaluate, question and interpret their own solutions. Providing such environments can enable students to 

achieve conceptual and procedural understanding together and in a way that these two support each other. 
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Sekizinci Sınıf Öğrencilerinin Özdeşlikler ve Çarpanlara Ayırma Konusuna Yönelik 

Kavramsal ve İşlemsel Anlama Süreçlerinin İncelenmesi  

 
1. Giriş 

Çağımızın eğitim anlayıĢı, öğrencinin bilgi düzeyini ölçmekten çok, bilginin öğrenci için anlamlı ve hayata 

geçirilebilir olmasına dayanmaktadır. Yenilikçi eğitim ortamlarında, öğrencilerin sadece öğrenen rolünde değil, 

yorumlama ve sorgulama yapma, analiz etme sürecine dahil olduğu ve kendi kendine öğrenebilecekleri ortamlar 

ön plana çıkmaktadır. YenilenmiĢ öğretim programında (MEB, 2009) yapılan değiĢiklikle öğrenci merkezli ve 

sadece iĢlemsel bilgiyi değil aynı zamanda kavramsal bilgiyi de ön plana çıkaran bir yapı ön plana çıkarılmıĢtır. 

Bu bakıĢ açısı ile öğrencilerin konuları ezbere öğrenmelerinin önüne geçilerek, derinlemesine anlamalarına 

olanak sağlanması gerekmektedir.  Bu becerinin kazanımında ve yaĢama geçirilmesinde gerekli olan kavramsal 

bilgi ve iĢlemsel bilgi, Hiebert ve Lefevre (1986) tarafından ortaya koyulmuĢ, araĢtırmacılar ve öğretmenlerce en 

temel bilgi türü olarak kabul edilmiĢtir. Böylelikle kavramsal ve iĢlemsel bilgi, eğitim alanında yapılan en 

önemli araĢtırma konularından biri olarak da ön plana çıkmıĢtır. 

1.1. Kavramsal ve İşlemsel Bilgi 

Kavram ve iĢlem bilgisi arasında anlamlı bir iliĢki kurularak bir konu bütünüyle öğrenilebilir (Delice ve 

Sevimli, 2010). Matematikte yeterlilik ancak bu Ģekilde sağlanabilir. Bu bağlamda matematiksel bir bilginin 

nitelikli hale gelebilmesini sağlamak için kavramsal bilgi ve iĢlemsel bilgi olmak üzere iki yönünden 

desteklenmesi gerekmektedir. Kavramsal ve iĢlemsel bilgi bir devamlılık üzerine kuruludur ve her zaman 

birbirinden ayrılamaz (Rittle-Johnson, Siegler ve Alibali, 2001). Bu yinelemeli görüĢ, kavramsal ve iĢlemsel 

bilgi arasındaki iki yönlü iliĢkinin, zaman içinde, karĢılıklı bir etkileĢime girerek birbirini desteklediğini 

öngörmektedir (Rittle-Johnson ve Schneider, 2015). Bu bağlamda öğrencilerin sahip olduğu matematiksel 

bilgilerini, hem kavramsal hem de iĢlemsel bilgi yönünden dengelemek oldukça önemlidir. ġekil 1‟de 

öğrencilerde kavramsal ve iĢlemsel bilginin geliĢimini gösteren “yinelemeli model” gösterilmektedir. 

 

Şekil 1. Kavramsal ve iĢlemsel bilgi geliĢimi için yinelemeli model (Rittle-Johnson, Siegler ve Alibali, 2001, s. 

347) 

ġekil 1‟e göre, kavramsal bilgide gerçekleĢen bir ilerleme, iĢlemsel bilgiyi olumlu anlamda etkilerken, 

iĢlemsel bilgide gerçekleĢen bir artıĢ da kavramsal bilgide geliĢim sağlamaktadır. ġekil 2‟de ise kavramsal ve 

iĢlemsel bilginin öğrencinin zihinsel süreçlerindeki etkileĢimini göstermektedir. 

 
Şekil 2.  Kavramsal ve iĢlemsel bilgi arasındaki iliĢkilerin bileĢenleri (Rittle-Johnson ve Schneider, 2015, s. 

1128). 
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ġekil 2‟de görüldüğü gibi bellek, öğrenmenin önemli bir bileĢeni ve bellekte gerçekleĢen beceriler de kavram 

ve iĢlem bilgisinin oluĢum sürecindeki bağlantılı yapısını göstermektedir. Bu bileĢenlerin oluĢumu zincirleme 

Ģeklinde bir sistemle ilerlemekte ve nihayetinde bilgi öğrencinin uzun süreli hafızasında „nedenini‟ ve „nasılını‟ 

bilerek yapılanmaktadır. Bu bağlamda matematiksel bir bilginin nitelikli hale gelebilmesini sağlamak için 

kavramsal bilgi ve iĢlemsel bilgi olmak üzere iki yönünden desteklenmesi gerekmektedir. Rittle-Johnson ve 

Siegler (1998), öğrencilerin matematiksel kavramları anlama ve iĢlemleri uygulama yetenekleri arasında pozitif 

bir iliĢki olduğu sonucuna varmıĢlardır. Bu bağlamda matematik öğrenimi, kavramsal ve iĢlemsel anlamanın 

karĢılıklı bir etkileĢim halinde olmasının önemi görülmektedir. Dolayısıyla hem kavramsal hem de iĢlemsel 

bilginin bir arada yürütüldüğü bir öğretim daha etkili ve anlamlı olacaktır. 

Matematiğin en temel öğrenme alanlarından olan cebir öğrenme alanı, içerdiği kazanımlar ve öğrenme 

hedefleri göz önünde alındığında hem kavramsal hem de iĢlemsel anlamanın bir arada yürütülerek iĢlenmesi 

gereken bir alan olduğu söylenebilir. 

1.2. Cebir Öğrenme Alanı   

Baki (2015), cebir öğrenme alanının amacını, sembol ve grafiklerin kullanıldığı gösterimleri anlamlandırma, 

sembol ve grafikleri kullanarak sonuca varma ve iliĢkiler elde etme, bu sonuçları ve iliĢkileri de yine sembol ve 

grafikler ile ifade etme olarak özetlemiĢtir. Bu açıklamaya paralel olarak Usiskin‟e (1988) göre cebir, belirli 

problemleri çözmek için bir araç olmasının yanında, iliĢkilerin tanımlanması ve analiz edilmesi, matematiksel 

yapıların sınıflandırılması ve anlaĢılmasının bir anahtarıdır. Buna bağlı olarak sadece bir matematik konusu 

olarak değil, bir düĢünme biçimi olarak da yaĢamın her alanında kendini gösteren cebir konusunun 

anlaĢılmasında, bu iki bilgi türünün bir arada iĢe koĢulması öğrencilerin gelecekteki cebir deneyimleri için bir 

temel oluĢturmaktadır. Cebirsel ifadeler konusu, ortaokul matematik dersi öğretim programında geniĢ bir zaman 

ayrılan, matematikte soyutlaĢtırmaya geçiĢ yapılan ve bundan sonraki tüm öğretim aĢamalarında derinleĢerek yer 

almaya devam eden matematiğin en önemli konularından biridir.  

Ortaokul Matematik Dersi Öğretim Programı; Sayılar ve ĠĢlemler, Cebir, Geometri ve Ölçme, Veri ĠĢleme ve 

Olasılık olmak üzere beĢ öğrenme alanından oluĢmaktadır. Cebir öğrenme alanı ile ilgili kazanımlar ilk olarak 6. 

sınıfta yer almaya baĢlar. 6. sınıfta öğrencilerden sayı örüntüleri kullanılarak istenilen terimi bulmaları, değiĢken 

ve cebirsel ifadeleri anlamlandırmaları, cebirsel ifadeler ile toplama ve çıkarma iĢlemlerini yapmaları ve bir 

doğal sayı ile bir cebirsel ifadeyi çarpmaları hedeflenmektedir. 7. sınıfta öğrencilerin eĢitlik ve denklem 

kavramını anlamaları ve birinci dereceden bir bilinmeyenli denklemleri ve ilgili problemleri çözmeleri 

hedeflenmektedir. 8. sınıfta ise öğrencilerin denklem ve özdeĢlik anlamlandırarak, cebirsel ifadeleri çarpanlara 

ayırmaları beklenmektedir. Bunun yanında iki değiĢken arasındaki doğrusal iliĢkinin incelenmesi, denklem 

çözümleri ve bir bilinmeyenli eĢitsizliklerin incelenmesi yer almaktadır (MEB, 2013). Matematik öğretim 

programından da görüldüğü gibi öğrenciler özdeĢlikler kavramı ve çarpanlara ayırma konusu ile ilk defa 8. 

sınıfta karĢılaĢmaktadır.  

8. sınıftaki özdeĢlikler konusuna yönelik kullanılan bağıntılar, formüller ve uygulamalar esasen gerçek 

yaĢamla çok ilintili değildir. Bunun yanında özdeĢlikler konusuna yönelik formülleri ezberleterek yürütülen 

derslerde, öğrenciler kavramsal anlamadan uzak bir öğrenmeye sahip olurlar. Diğer taraftan matematik dersi 

öğretim programında (2018), yeni bir kavramın öğretiminde ve yapılacak olan değerlendirmelerde mümkün 

olduğu ölçüde somut materyaller ve çeĢitli modellemeler kullanılması gerektiği belirtilmiĢtir. ÖzdeĢliklerin de 

kavramsal olarak anlaĢılması modelleme yoluyla cebir ve geometri arasındaki iliĢkiyi ön plana çıkararak, bu iki 

farklı öğrenme alanını bir bütün olarak ele alarak gerçekleĢtirilebilir. Yine matematik öğretim programında 

(2018), cebir öğrenme alanına ait kazanımlar iĢlenirken yeri geldiğinde diğer öğrenme alanlarındaki 

kazanımlarla iliĢkilendirilme yapılması gerektiği vurgulanmıĢtır. Bu bağlamda, cebir öğrenme alanının 

somutlaĢtırarak anlamlandırılması, hem matematik öğretiminin amaçlarından biri olan matematik okur-

yazarlığının hem de cebirsel düĢünme becerisinin kazandırılmasında önemli bir yer tutmaktadır.  

Somut materyallerin kullanıldığı etkinliklerde öğrencilerin cebir karoları ile özdeĢlikleri modellemesi, 

bağıntıları geometrik olarak yorumlaması; bilgiyi aktif bir öğrenme ortamında oluĢturmasını sağlayacaktır. Bu 

durum da yapılandırmacı öğrenme yaklaĢımının en temel bileĢenlerindendir. Yapılandırmacı öğrenme 

yaklaĢımında da eğitim programının merkezinde öğrenci vardır, öğrenme hedefleri üst düzey becerilere 

yöneliktir ve sürece dayalı bir öğrenme planlanır, öğrenme içeriği ise öğrencilerin ilgileri ile ve gerçek yaĢamla 

iliĢkili olmalıdır, hem öğrenme ve öğretme hem de değerlendirme etkinlikleri ise öğrencilerle birlikte Ģekillenir, 

uygulanır ve değerlendirilir (Koç, 2002). Yapılandırmacı yaklaĢım ile en uyumlu öğrenme modellerinden olan 

5E Öğrenme modeli de bu eğitim ortamları için uygulanacak en etkili modellerden biridir.   

5E modelinde öğrenciler ön bilgileri ile yeni kavramları keĢfeder ve bu yeni kavramlar ile ön bilgilerini 

iliĢkilendirir. Öğretim sırasında uygulanan öğrenme-öğretme etkinlikleri ile öğrenciler yeni kavramları 

derinlemesine anlamayı ve belirli bir problem durumuna iliĢkin öğrenmelerini kendileri oluĢtururlar. Dolayısıyla 

5E Öğrenme Modeli dersi aĢamalı olarak planlayan bir öğrenme yaklaĢımıdır (Kaymakçı, 2015). 5E Öğrenme 
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Modeli bir döngü Ģeklindedir. Ġsmini her bir aĢamanın baĢ harfinden almıĢtır. Bu basamaklar; giriĢ (Engage), 

keĢfetme (Explore), açıklama (Explain), derinleĢtirme (Elaborate), değerlendirme (Evaluate) Ģeklindedir (Demir, 

2018). 

Son yıllarda ortaokul öğrencilerine yönelik, cebir öğrenme alanı ile ilgili çeĢitli araĢtırmalar yapılmıĢ ve 

halen yapılmaktadır. Bu araĢtırmalardan elde edilen sonuçlardan, öğretim programlarında cebir öğretimi 

konusunda çeĢitli düzenlemeler yapılmasına rağmen, öğrencilerin cebir öğrenme alanında zorlandıkları, cebirsel 

ifadeyi yanlıĢ anlamlandırma, cebirsel iliĢkileri kuramama, değiĢken kavramını anlamlandıramama ve 

özdeĢlikleri oluĢturamama gibi temel zorluklar yaĢadıkları ve buna bağlı olarak kavram yanılgılarının olduğu 

belirlenmiĢtir (Erdem ve AktaĢ, 2018; Macgregor ve Stacey, 1997; Övez ve Çınar, 2018; ġahiner, 2018; ġimĢek, 

2018; UlaĢ, 2015; Yıldız, Çiftçi, Akar ve Sezer, 2015). Diğer taraftan, yapılan çalıĢmalarda öğrenciler, cebirsel 

ifadeler ve özdeĢlikler üzerinde gerekli kuralları ve formülleri uygulayarak iĢlemsel becerilerin gerçekleĢtiğini; 

ancak öğrencilerin bu iĢlemleri kavramsal açıdan ifade edemedikleri belirtilmiĢtir (Baki ve Kartal, 2004; 

Bekdemir, Okur ve Gelen, 2010; Karaaslan ve Ay, 2017; Sarı, 2012). Bununla birlikte, kavramsal ve iĢlemsel 

bilginin bir arada desteklenerek yürütülen öğrenme ortamlarında, araĢtırmacılar öğrencilerin istenen hedefleri 

baĢarılı bir Ģekilde tamamladıklarını ve kalıcı bir öğrenmenin gerçekleĢmiĢ olduğunu belirtmektedirler (Delice 

ve Sevimli, 2010; Orhan, 2013; Örmeci, 2012; Rittle-Johnson, Siegler ve Alibali, 2001; Rittle-Johnson ve 

Koedinger 2009; TaĢtepe, 2018; Yazır, 2015).   

Kavramsal ve iĢlemsel anlamanın bir arada yapılandığı öğrenmeler sonucunda, öğrencilerin cebir baĢarısı 

üzerindeki etkisini araĢtırmak, gelecekteki matematik baĢarısı için bu baĢarının gücü hakkında bilgi sağlayabilir. 

Bu çalıĢma, özdeĢlikler ve çarpanlara ayırma konusunun öğretiminde, 5E öğretim modeline uygun yapılan 

derslerin, sekizinci sınıf öğrencilerinin kavramsal ve iĢlemsel anlamalarının nasıl oluĢtuğunu açıklarken, 

matematik öğretmenlerine öğrencilerin ihtiyaçlarına yönelik cebir derslerinde uygulayabilecekleri etkinlikler 

sunmaktadır. 

Bu araĢtırmanın amacı; sekizinci sınıf öğrencilerinin özdeĢlikler ve çarpanlara ayırma konusuna yönelik 

kavramsal ve iĢlemsel anlama süreçlerini, 5E öğretim modeline dayalı bir öğretim deneyi aracılığıyla 

incelemektir.  

Bu amaçla, „„Öğrenciler, özdeĢlikler ve çarpanlara ayırma konusunda kavramsal ve iĢlemsel anlamayı 

gerçekleĢtirmek için ön bilgiye sahip midir?‟‟ ve „„ÖzdeĢlikler ve çarpanlara ayırma konusunun 5E öğretim 

modeli ile öğretiminde öğrencilerin kavramsal ve iĢlemsel anlama süreçleri nasıldır?‟‟ sorularına cevap 

aranacaktır. 

2. Yöntem  

Sekizinci sınıf öğrencilerinin özdeĢlikler ve çarpanlara ayırma konusuna yönelik kavramsal ve iĢlemsel 

anlama süreçlerini derinlemesine ve ayrıntılı bir Ģekilde inceleyebilmek için sürece dayalı bir yaklaĢım 

kullanılması gerekmektedir. Bu bağlamda araĢtırmanın amacına uygun olarak öğretim deneyi yöntemi 

kullanılmıĢtır. Steffe ve Thompson (2000), öğretim deneyi (teaching experiment), araĢtırmacıların faaliyetlerini 

organize ederken kullandıkları kavramsal bir araç ve öğrencilerin matematiksel etkinliğini araĢtırmak ve 

açıklamak için tasarlanmıĢ yaĢayan bir araĢtırma yöntemi olduğunu belirtmiĢlerdir.  ÇalıĢmada öğretim deneyini 

kullanmanın öncelikli amacı, öğrencilerin matematiği öğrenme yollarını ve muhakeme yapabilme becerilerini 

deneyimleyerek, öğrencilerin oluĢturdukları matematiksel kavramların ve iĢlemlerin anlaĢılması sağlamaktır 

(Steffe ve Thompson, 2000). Bunun yanında öğretim deneyi yöntemi, geliĢimsel bir araĢtırma bağlamında üç 

merkezi yönü, öğretimin tasarımı ve planlaması, sınıf içinde etkinliklerin uygulaması ve öğretim deneyi 

süresince elde edilen tüm verilerin geriye dönük analizi olarak ifade edilebilir (Cobb, 2000). 

Bir öğretim deneyinin yürütülmesindeki en temel konu, öğretim deneyi süresince gerçekleĢen eylemler ve 

etkileĢimlerin, araĢtırmacıya nasıl davranılacağına ve beklenmedik bir durumda nasıl sorular sorulacağına dair 

noktaları ortaya çıkarmasını sağlamasıdır (Steffe ve Thompson, 2000). Bu bağlamda öğretim deneyinde 

öğretmene (araĢtırmacıya) önemli rol düĢer. Öğretim deneylerinde öğretmenler, sınıfın sosyal bağlamında 

hareket eder ve öğrencilerle etkileĢimde bulunarak öğrencilerin matematiksel geliĢimlerini desteklemede son 

derece etkilidir (Cobb, 2000). AraĢtırmacıların amacı, öğrencilerle duyarlı ve sezgisel bir Ģekilde etkileĢime 

girerek, öğrencilerin akıl yürütme becerilerini incelemektir (Steffe ve Thompson, 2000). AraĢtırmacılar, 

öğrencilerin söylediklerinin ve eylemlerinin altında yatan anlamı sürekli olarak ifade etmelidir, böylelikle 

öğretim deneyi ilerledikçe, araĢtırmacılar öğrencilerin rehberliğinde daha deneyimli hale gelir (Steffe ve 

Thompson, 2000). 

ÇalıĢmada da süreç içerisinde edinilen verileri değerlendirerek ve yorumlayarak, öğrencilerin özdeĢlikler ve 

çarpanlara ayırma konusuna yönelik kavramsal ve iĢlemsel bilgilerini ve düĢünme biçimlerinin derinlemesine 

incelenmesi hedeflenmiĢ olup öğrencilerin öğrenme süreçlerini iyileĢtirmek amacıyla tasarlanan, ders 

planlamalarının uygulanmasını sağlayan bir yöntem olan öğretim deneyi yöntemi kullanılmıĢtır. 
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2.1. Katılımcılar   

ÇalıĢma grubu 2017-2018 eğitim öğretim yılında, Ġstanbul ilinde bulunan bir ortaokulda, sekizinci sınıfta 

öğrenim gören 20 öğrenciden oluĢmaktadır. Bu grubun seçilmesinin nedeni, araĢtırma için hedeflenen 

kazanımların öğretim programında bu sınıf düzeyinde olması, öğrencilerin akademik baĢarı açısından heterojen 

olması ve en önemlisi de araĢtırmacının beĢinci sınıftan bu yana öğrencilerin matematik derslerini yürüttüğü için, 

öğrencilerin cebir öğrenme alanındaki yaĢadıkları zorlukları gözlemlemiĢ ve deneyimlemiĢ olmasıdır. 

AraĢtırmanın bulgular bölümünde, çalıĢma grubunun gizliliği açısından her öğrenci numaralandırılmıĢ, 

öğrencilerin baĢarı düzeyleri 5, 6, 7. sınıflardaki matematik dersi notlarına dayanarak hesaplanmıĢ ve belirlenen 

kodlar eĢliğinde Tablo 1‟de belirtilmiĢtir. 

Tablo1. BaĢarı Düzeylerine Göre Öğrenci Kodları 

Başarı Seviyeleri Öğrenci Kodları 

Yüksek BaĢarı Düzeyi Ö1, Ö2, Ö3, Ö10, Ö12, Ö15 

Orta BaĢarı Düzey Ö5, Ö6, Ö7, Ö9, Ö13, Ö14, Ö16, Ö19, Ö20 

DüĢük BaĢarı Düzeyi Ö4, Ö8, Ö11, Ö17, Ö18 

Tablo 1‟deki gibi öğrencilerin baĢarı durumları heterojen bir Ģekilde dağılmıĢ olduğu görülmektedir. 

2.2. Veri Toplama Araçları 

AraĢtırma sürecinde kullanılan araĢtırmacının gözlem notları ve günlükleri, hazırbulunuĢluk testi ve ders 

planlarında yer alan etkinlik kağıtları ve çalıĢma yaprakları kullanılmıĢtır. 

HazırbulunuĢluk testi, sekizinci sınıf öğretim programında yer alan cebirsel ifadeler, özdeĢlikler ve 

çarpanlara ayırma konusunun öğrenimi için öğrencilerin ön bilgilerini görmek ve öğrencilerin eksiklikleri 

doğrultusunda 5E modeline uygun ders planları geliĢtirmek  amacıyla, 6. ve 7. sınıf ortaokul matematik öğretim 

programında yer alan cebir öğrenme alanındaki kazanımlar dikkate alınarak hazırlanmıĢtır. Sorular konu ile ilgili 

temel kavramlar ve bu kavramları uygulamaya yönelik; öğrencilerin kavramsal ve iĢlemsel bilgi ve becerilerini 

ölçecek niteliktedir. Testin geçerliğinin sağlanması açısından sorular ders kitapları, konu ile ilgili kitaplar, soru 

bankaları ve araĢtırmacının deneyimleri doğrultusunda hazırlanmıĢ, hazırlanan sorular alan uzmanı ve bir 

matematik öğretmeni tarafından kontrol edilmiĢtir. Testin güvenirliğinin sağlanması açısından, önce testin pilot 

uygulaması yapılmıĢ, sorular kontrol edilmiĢ ve içerisindeki anlama hatası, madde yapılarında eksiklik vb. 

gözlenen sorularda düzenlemeler yapılmıĢ ve test yenilenmiĢtir.  6. sınıf cebirsel ifadeler konusunun ilk kazanımı 

olan „Sözel olarak verilen bir duruma uygun cebirsel ifade ve verilen bir cebirsel ifadeye uygun sözel bir durum 

yazar‟ kazanımından 5 tane kavramsal, „Cebirsel ifadenin değerini, değiĢkenin alacağı farklı doğal sayı değerleri 

için hesaplar‟ kazanımında bir tane iĢlemsel ve „Basit cebirsel ifadelerin anlamını açıklar‟ kazanımında bir tane 

kavramsal soru, 7. sınıfın ilk kazanımlarından olan „Cebirsel ifadelerle toplama ve çıkarma iĢlemleri yapar‟ 

kazanımında 2 kavramsal bir tane iĢlemsel, „Bir doğal sayı ile bir cebirsel ifadeyi çarpar‟, „Sayı örüntülerinin 

kuralını harfle ifade eder, kuralı harfle ifade edilen örüntünün istenilen terimini bulur‟ ve „EĢitliğin korunumu 

ilkesini anlar‟ kazanımından birer tane kavramsal ve iĢlemsel olmak üzere 16 adet açık uçlu soru yer almaktadır.  

Öğretim deneyinin 5E öğretim modeline uygun hazırlanan ders planı 1, „Basit cebirsel ifadeleri anlar ve 

farklı biçimlerde yazar‟ kazanımlarını, ders planı 2, „Cebirsel ifadelerin çarpımını yapar ve ortak çarpan 

parantezine alma yöntemi ile cebirsel ifadeleri çarpanlarına ayırır‟ kazanımlarını ve ders planı 3 ise „ÖzdeĢlikleri 

modellerle açıklar ve çarpanlarına ayırır‟ kazanımlarını içerecek Ģekilde hazırlanmıĢtır. Yine hazırlanan bu ders 

planları pilot çalıĢması yapılmıĢ, tespit edilen eksiklikler doğrultusunda ders planlarındaki etkinlikler ve çalıĢma 

yapraklarındaki sorular düzenlenerek yenilenmiĢtir. Ancak öğretim deneyinin doğası gereği, uygulama süresince 

gözlemlenen durumlardan dolayı ders planlarında değiĢiklik yapılması olasılığı her zaman ön planda tutulmuĢtur. 

Ders planların içerisindeki etkinlik kağıtları ve çalıĢma yaprakları öğrencilerin düĢünmelerini, sorgulamalarını, 

yorumlama yapabilmelerini sağlayarak, kazanımları kavramsal ve iĢlemsel anlama boyutunda deneyimleyerek 

yeni durumlara uygulayabilecekleri soruları ve etkinlikleri içermektedir. Sorular ve etkinlikler çeĢitli kaynaklar 

incelenmiĢ, konunun amacı ve araĢtırma grubunun ihtiyaçları dikkate alınarak düzenlenmiĢ, kavramsal ve 

iĢlemsel anlama çerçevesinde revize edilerek, alan eğitimi uzmanları tarafından incelenmiĢ ve pilot uygulaması 

yapılarak geçerlik ve güvenirlik sağlanmıĢtır. 

2.3. Verilerin Analizi 

HazırbulunuĢluk testindeki sorular açık uçlu olduğu için, öğrencilerin çözümlerinde nasıl bir yol izlediği, 

hangi matematiksel bilgileri kullandıkları, yapılan iĢlemler, çizimler, yorumlar ve vardıkları sonuçlar 

incelenerek; özdeĢlikler ve çarpanlara ayırma konusunun kavramsal ve iĢlemsel olarak anlaĢılmasını 

sağlayabilmeleri için sahip oldukları ön bilgi durumları belirlenmiĢtir. Elde edilen verilerden ders planı 1 ve 2 
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hazırlanmıĢtır. Bu planlarda eksiklikleri giderilen öğrenciler için özdeĢlikler ve çarpanlara ayırma konusuna 

yönelik ders planı 3 hazırlanmıĢtır. Sonrasında öğretim deneyi süresince gerçekleĢen uygulamalar sırasında 

yapılan gözlemler, öğrencilerin etkinlik kağıtları, çalıĢma yaprakları ve araĢtırmacı notları ve günlüklerinden 

elde edilen veriler, kazanımlara dair öğrencilerin kavramsal ve iĢlemsel anlama durumları çerçevesinde betimsel 

analize dayalı bir Ģekilde derinlemesine incelenmiĢtir.  

Kavramsal ve iĢlemsel bilgi birbirinden ayırılmaz bir bütün içerisinde geliĢim gösterebileceğinden, bu iki 

bilgi türünün arasındaki iliĢkiler ve kavramsal-iĢlemsel anlamanın nasıl bir değerlendirme yapılması gerektiği, 

bulguların yorumlanması ve analiz edilmesi açısından oldukça önemlidir. ĠĢlemsel bilgi belirli kural, formül ve 

algoritmalara dayanarak temel iĢlemleri adım adım yapabilme ve önceki matematik bilgilerini bilgi düzeyinde 

kullanabilme ölçütlerini içerirken; kavramsal bilgi, temel kavramların anlamını bilme ve örnek verebilme, 

temsiller arasında geçiĢ yapabilme ve kavramların arasındaki bağları kurabilme, sorulara bütünsel Ģekilde 

yaklaĢarak yorumlayabilme ve verdiği cevapları değerlendirebilmeyi içeren daha kapsamlı ve ayrıntılı bir 

değerlendirme yapmak gerekmektedir (Rittle-Johnson ve Schneider, 2015). 

Bu bağlamada bulgular tanımlanırken öğrencilerin etkinlikler sırasında kavramsal anlama ve iĢlemsel bilgi-

becerilerini örneklendirmek amacıyla doğrudan öğrenci yanıtlarına ve o sırada gerçekleĢen diyaloglara yer 

verilmiĢtir. Diyaloglar ders akıĢını bozmayacak Ģekilde, gözlemci tarafından notlar alınarak kayıt altına alınmıĢ, 

dersin hemen sonrasında günlükler tutularak ders esnasındaki gözlemler kaydedilmiĢtir. Daha sonra ise elde 

edilen bulgular, kavramsal ve iĢlemsel anlamanın nasıl oluĢtuğu ve bunlar arasındaki iliĢkiler değerlendirilerek 

yorumlanmıĢtır. 

2.4. Süreç  

Öğretim deneyi, hazırbulunuĢluk testi ve üç ayrı ders planları olmak üzere 12 ders saati sürmüĢtür.  Öncelikle 

6. ve 7. sınıf ortaokul matematik öğretim programında yer alan cebir öğrenme alanındaki kazanımlar dikkate 

alınarak oluĢturulan hazırbulunuĢluk testi bir ders saati süresince uygulanan hazırbulunuĢluk testine verilen 

yanıtlardan ve alan yazın taramaları da incelendikten sonra, öğrencilerin eksiklikleri ve hataları belirlenmiĢ, 

öğrencilerin konuya dair kavramsal ve iĢlemsel bilgileri hakkında veriler toplanmıĢtır.  Elde edilen bu verilerden, 

kavramsal ve iĢlemsel anlamanın bir arada yürütüleceği 5E öğretim modeline uygun ders planlarının giriĢ, 

keĢfetme, açıklama, derinleĢtirme ve değerlendirme aĢamalarında uygulanacak olan etkinlikler ve çalıĢma 

yaprakları hazırlanmıĢtır. Hazırlanan etkinlikler, öğrencilerin konuyu öncelikle kavramsal olarak keĢfetmelerini 

sağlayarak, oluĢturdukları bilgileri iĢlem becerileri ile harmanlamalarını amaçlamaktadır. ÇalıĢma kağıtları ise 

inĢa ettikleri kavramsal ve iĢlemsel bilgileri yeni durumlarda nasıl uyguladıklarını gözlemlemeyi 

amaçlamaktadır. Cebirsel ifadeler, özdeĢlikler ve çarpanlara ayırma konusunun kazanımlarını içeren üç tane ders 

planı hazırlanmıĢtır. Buna yönelik olarak ders planlarında iĢlenen kazanımlar ve kaç ders saati sürdüğü Tablo 

2‟de gösterilmiĢtir. 

Tablo2. Ders Planlarında ĠĢlenen Kazanımlar ve Ders Saatleri 

 
Ders 

Planı 1 
 Ders Planı 2  Ders Planı 3 

Kazanım 

Basit 

cebirsel 

ifadeleri 
anlar ve 

farklı 

biçimlerde 

yazar. 

 

Cebirsel 
ifadelerin 

çarpımını 

yapar. 

Ortak 

çarpan 

parantezine 

alma 
yöntemi ile 

cebirsel 

ifadeleri 

çarpanlara 
ayırır. 

 

ÖzdeĢlikleri 
modellerle 

açıklar. 

 

a² + 2ab +b² 

biçimindeki 
ifadeleri 

çarpanlarına 

ayırır. 

a² - 2ab + b² 

biçimindeki 
ifadeleri 

çarpanlarına 

ayırır. 

a² - b² 

biçimindeki 
ifadeleri 

çarpanlarına 

ayırır. 

Ders 

saati 
2 ders  1 ders 1 ders  2 ders 2 ders 2 ders 1 ders 

 

Belirlenen ders planları ve saatleri doğrultusunda, „Basit cebirsel ifadeleri anlar ve farklı biçimlerde yazar‟ 

kazanımı için hazırlanan Ders planı-1, ġekil 3‟de verilmiĢtir. 
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Şekil 3. Ders Planı-1 

GiriĢ aĢamasında öğrencilere çeĢitli sözel ifadelere yönelik cebirsel ifadelerin yazılması istenmiĢtir. Burada 

cebirsel ifadelerde kullanılan harflerin sayıları temsil ettiği ve yerine farklı sayılar koyulduğunda sonucun 

değiĢtiği ve bu harflerin bir değiĢken olduğu sezdirilmiĢtir. KeĢfetme aĢamasında verilen cebirsel ifadeleri 

düzenleyerek terim, katsayı, sabit terimini bulmaları istenmiĢtir. DerinleĢtirme ve değerlendirme aĢamalarında 

ise öğrencilerin basit cebirsel ifadeleri anlamlandırabilmesine ve verilen ifadeleri farklı biçimlerde yazabilmesine 

yönelik sorular sorulmuĢtur. Bu ders planının pilot çalıĢmasında, derinleĢtirme ve değerlendirme etkinliğinin 

birbirini tekrar eden nitelikte olduğu görülmüĢ ve diğer ders planlarında, zamandan da tasarruf edebilmek adına 

değerlendirme aĢamasına geçmeden, ders planı içerisindeki tüm kazanımlar verildikten sonra ortak bir 

değerlendirme yapılmasına uzman görüĢü alınarak da karar verilmiĢtir. Ders planı-2, ġekil 4‟de verilmiĢtir.  

 

Şekil 4. Ders Planı-2 

Ders planı-2‟nin giriĢ aĢamasında, öğrencilerden farklı düzlemsel Ģekillerin alanlarının bulunması istenmiĢtir. 

Burada cebirsel ifadelerin çarpımına ve çarpan kavramına dikkat çekilmiĢtir. Daha sonra „„Cebirsel ifadelerin 

çarpımını yapar‟‟ kazanımının keĢfetme, açıklama ve derinleĢtirme çalıĢmaları ile devam edilmiĢtir. Bu kısmın 

derinleĢtirme aĢaması aynı zamanda, „„Ortak çarpan parantezine alma yöntemi ile cebirsel ifadeleri çarpanlara 

ayırır‟‟ kazanımının keĢfetme aĢaması olarak uygulanarak, açıklama ve derinleĢtirme aĢamalarına devam 

edilmiĢtir. KeĢfetme, açıklama ve derinleĢtirme aĢamalarında cebir karoları kullanılarak gerçekleĢtirilen 

çalıĢmalarda öğrenciler aĢina olmadıkları öğretim materyalleri ile çalıĢarak, cebir karolarını daha yakından 

tanımıĢlardır. Daha sonra iki kazanıma yönelik ortak olan bir değerlendirme çalıĢması uygulanmıĢtır. Daha sonra 

özdeĢlikler ve çarpanlara ayırma konularını içeren üçüncü ders planına geçilmiĢtir. Ders planı-3, ġekil 5‟de 

gösterilmiĢtir. 

 

GiriĢ                        

 

KeĢfetme                     

 

Açıklama                      

 

DerinleĢtirme                     

 

Değerlendirme  

Basit cebirsel ifadeleri anlar 

ve farklı biçimlerde yazar. 

 

 

 GiriĢ                        

 

KeĢfetme                     

 

Açıklama                      

 

DerinleĢtirme                     

 

 

 

 

 

 

 

  Değerlendirme  

 

Ortak çarpan parantezine 

alma yöntemi ile cebirsel 

ifadeleri çarpanlara ayırır. 

 

KeĢfetme  Açıklama  DerinleĢtirme   

Cebirsel ifadelerin 

çarpımını yapar. 
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Şekil 5. Ders Planı-3 

Ders planı-3 hazırlanırken yine öğretim programının esnek yapısından yararlanılarak, her bir özdeĢlik ile o 

özdeĢliğin çarpanlara ayrılması bir arada ele alınmıĢtır. GiriĢ kısmında özdeĢlik kavramına ve denklem ile 

özdeĢlik kavramı arasındaki farka vurgu yapılan bir etkinlik yapılmıĢtır. Daha sonra (a+b)² özdeĢliğine yönelik 

keĢfetme, açıklama ve derinleĢtirme çalıĢmalarına devam edilerek, derinleĢtirme aĢamasında a² + 2ab + b² 

biçimindeki ifadelerin çarpanlarına vurgu yapılarak, a² + 2ab + b² biçimindeki ifadelerin çarpanlara ayrılmasının 

keĢfetme aĢaması olarak uygulanmıĢtır. Açıklama ve derinleĢtirme aĢamalarına devam edilerek değerlendirme 

yapılmadan (a-b)² özdeĢliğinin keĢfetme aĢamasına geçilmiĢtir. Yine derinleĢtirme aĢamasında, a² - 2ab + b² 

biçimindeki ifadelerin çarpanlarına vurgu yapılarak a² - 2ab + b² biçimindeki ifadelerin çarpanlara ayrılmasının 

keĢfetme aĢaması olarak uygulanmıĢtır. Açıklama ve derinleĢtirme aĢamalarına devam edilerek, yine 

değerlendirme yapılmadan a²-b² özdeĢliğinin ve çarpanlarına ayrılmasının bir arada iĢlendiği keĢfetme, açıklama 

ve derinleĢtirme aĢamaları uygulanmıĢtır. Ders planının en sonunda tüm özdeĢliklerin ve çarpanlarına 

ayrılmasının bir arada olduğu ortak bir değerlendirme aĢaması uygulanmıĢtır.  

3. Bulgular 

HazırbulunuĢluk testi ile öğrencilerin özdeĢlikler ve çarpanlara ayırma konusuna yönelik ön Ģart kazanımları 

kavramsal ve iĢlemsel anlama bağlamında incelenmiĢ ve bu bağlamda modelleme içeren, modellerin 

yorumlanması ve çıkarım yapılması istenen kavramsal bilgi sorularında öğrencilerin daha yetersiz olduğu 

görülmüĢ, ders baĢarısı düĢük-orta düzeyde olan birkaç öğrencinin iĢlem hatası dıĢında, öğrencilerin çoğunun 

iĢlemsel bilgi ve beceri gerektiren sorularda daha baĢarılı oldukları belirlenmiĢtir. Bu bölümde araĢtırmanın alt 

problemlerine yönelik bulgular açıklanmıĢtır. 

3.1. Öğrencilerin özdeşlikler ve çarpanlara ayırma konusunda kavramsal ve işlemsel anlamayı 

gerçekleştirmek için ön bilgilerine ait bulgular 

Öğrencilerin özdeĢlikler ve çarpanlara ayırma konusunda kavramsal ve iĢlemsel anlamayı gerçekleĢtirmek 

için ön bilgileri Ders planı -1 ve Ders planı-2 de incelenmiĢtir.  

Ders planı-1‟de, „„Basit cebirsel ifadeleri anlar ve farklı biçimlerde yazar‟‟ kazanımının giriĢ aĢamasında 

yapılan öğrenciler „Kalemlerimin 4 katının 2 eksiğini Gül‟e verdim, Gül‟e verdiğim kalemlerimin sayısı kaçtır?, 

Sınıfımızda kızların sayısı erkeklerin sayısının 1 fazlasının 2 katına eĢit ise, erkeklerin sayısı kaçtır?, 

Yumurtaların çeyreğinin 5 fazlası kırık ise kırık yumurtaların sayısı kaçtır?, Bir sayının karesi nasıl bulunur?, 

Selma ile Seher‟in kitaplarının toplamı kaçtır?‟ sözel ifadelerine uygun cebirsel ifadeleri rahatlıkla 

yazabilmiĢlerdir.  KeĢfetme aĢamasında öğrenciler terim, katsayı ve sabit terimleri belirleyebilmiĢlerdir; ancak 

çoğu öğrencinin sabit terimin de bir katsayı olduğunu hatırlamadıkları görülmüĢtür. Öğrencilere tabloda bu kısmı 

boĢ bırakmaları istenerek, açıklama bölümünde sabit terimin de bir katsayı olduğu hatırlatılmıĢtır. DerinleĢtirme 

aĢamasında, verilen sorularda öğrencilerin çoğu sözel ifadelere uygun cebirsel ifadeleri ve cebirsel ifadelere 

               GİRİŞ  

 

 

 

(a+b)² özdeşliği                                                                                    (a-b)² özdeşliği                                                                     a²-b² özdeşliği ve  

   KeĢfetme             KeĢfetme                                                                         çarpanlarına ayrılması. 

 

              

                 Açıklama                                                                                                  Açıklama  

 

 

               DerinleĢtirme                          DerinleĢtirme 

 

 

  

 

 

  

 

KEġFETME AÇIKLAMA DERĠNLEġTĠRME 

(a²+2ab+b²)’nin 

çarpanlarına 

ayrılması.  

 

KEġFETME AÇIKLAMA DERĠNLEġTĠRME 

(a²-2ab+b²)’nin 

çarpanlarına 

ayrılması.  

 

KeĢfetme 

Açıklama 

   DerinleĢtirme 

DEĞERLENDĠRME 
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uygun sözel ifadeleri yazabilmiĢler, bu cebirsel ifadelerin terim, katsayı, sabit terimlerini belirleyebilmiĢler ve 

cebirsel ifadeleri farklı biçimde yazabilmiĢlerdir. Değerlendirme aĢamasında ise tüm öğrenciler soruları eksiksiz 

Ģekilde tamamlamıĢlardır. Ö11 kodlu öğrencinin değerlendirme aĢamasındaki çözümü ġekil 6‟ da verilmiĢtir. 

 
Şekil 6.  Ö11 Kodlu Öğrencinin Değerlendirme AĢamasındaki Çözümü 

Öğrenciler kavramsal anlamaya yönelik değiĢken kavramını anlayarak, sözel ifadeye uygun cebirsel ifade ve 

cebirsel ifadeye uygun sözel ifade yazabilmiĢlerdir, bunun yanında terimlerin arasındaki toplama ve çıkarma 

iĢlemlerine göre cebirsel ifadenin terimlerini belirleyebilmiĢlerdir. Ancak derinleĢtirme aĢamasında iĢlemsel 

anlamaya yönelik benzer terimeler arasında iĢlem yapması gereken soruda Ö6 kodlu öğrencinin, (-a.b) + (-a.b) + 

(-a.b) ifadesini düzelerken -ab³ ifadesini yazdığı görülmüĢtür. Bu aĢamada terimlerin arasındaki aradaki toplama 

iĢlemine öğrencinin dikkati çekilerek çözümünü kontrol etmeye yönlendirilmiĢ ve Ö6 gibi benzer iĢlem hatası 

yapan öğrencilerin hatalarını düzletme fırsatı sunulmuĢtur. Artık değerlendirme aĢamasında tüm öğrencilerin 

iĢlemsel beceri gerektiren soruları doğru bir Ģekilde cevapladıkları görülmüĢtür. Ö19 kodlu öğrencinin 

değerlendirme aĢamasındaki çözümü ġekil 7‟de verilmiĢtir. 

 
Şekil 7.  Ö19 Kodlu Öğrencinin Değerlendirme AĢamasındaki Çözümü  

Bu süreçte öğrencilerin benzer terimler arasında aritmetik iĢlemler yaparak ve cebirsel ifadeleri farklı 

biçimde yazarak konuya dair iĢlemsel anlamalarının oluĢtuğu belirlenmiĢtir. Ayrıca 5E öğretim modeli 

aracılığıyla, kazanımların kavramsal ve iĢlemsel anlaĢılmasının birbirini destekler Ģekilde öğrencilere yaĢatılmıĢ 

olduğu söylenebilir. 

Ders planı-2‟de, „Cebirsel ifadelerin çarpımını yapar.‟ ve „Ortak çarpan parantezine alma yöntemi ile cebirsel 

ifadeleri çarpanlara ayırır.‟ kazanımları için hazırlanan giriĢ aĢamasında, dikdörtgenin alan bağıntısından 

yararlanarak iki cebirsel ifadeyi çarpmaya yönelik bir etkinlikle giriĢ yapılmıĢtır. Bu etkinlikte öğrenciler 

dikdörtgenlerin alan bağıntısından yola çıkarak, cebirsel ifadeler arasında çarpma iĢlemini rahatça yapabildikleri 

görülmüĢtür. 

KeĢfetme etkinliğinde, cebirsel ifadelerde çarpmaya geçmeden önce öğrencilerin dikdörtgensel bölgelerin 

alan bağıntılarını kullanarak, farklı örneklerle çarpmanın toplama ve çıkarma üzerinde dağılma özelliği 

anlamlandırmalarını sağlanması amaçlanmıĢtır. Bu aĢamada Ö7 kodlu öğrencinin çözümü ġekil 8‟de verilmiĢtir. 

 

Şekil 8. Ö7 Kodlu Öğrencinin KeĢfetme AĢamasındaki Çözümü 
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Öğrenciler dağılma özelliğini önceki sınıflarda da gördükleri için, eski bilgilerini kullanarak bu etkinlikte 

zorlanmadıkları, ön uygulamada eksiği olan baĢarı düzeyi düĢük olan öğrenciler de bu sayede dağılma özelliğini 

hatırladıkları gözlenmiĢtir.  

Yine keĢfetme etkinliği olarak öğrencilerin artık cebir karoları ile modellemeler yaparak cebirsel ifadelerin 

çarpımını kavramsal olarak anlamasını sağlamak amacıyla, öncelikle her öğrenciye modellemeleri 

deneyimlemesi için cebir karoları dağıtılarak, cebir karolarının kenar uzunlukları ve alanları tanıtılmıĢtır. 

Cebirsel ifadelerde çarpma iĢlemi, farklı biçimdeki 2.(x+3), x.(x+2), (x+3).(2x-1) iĢlemlerini cebir karoları ile 

modellenerek açıklanmıĢtır. Bu aĢama soru cevap Ģeklinde ilerlenmiĢ, öğrencilerden modellemeleri oluĢturmaları 

ve onlara sorular sorarak fikirlerini sunmaları ve yorumda bulunmaları istenmiĢtir.  Bu sayede kazanımın 

kavramsal olarak anlaĢılmasının, iĢlemsel anlamayı destekleyici Ģekilde oluĢturulması sağlanmıĢtır. (x+3).(2x-1) 

ifadesinin modelleme çalıĢmaları için araĢtırmacı ile öğrenciler arasında gerçekleĢen diyalog aĢağıdaki gibidir. 

A: ġimdi oluĢturacağımız dikdörtgenin kenarlarını ve gereken cebir karolarını belirleyelim. 

Ö4: Kenarlar (x+3) ve (2x-1) olacak. (Öğrencilerin çoğu söyleyebilmiĢlerdir) 
Ö10: Bir tane alanı x² lik, üç tane de x lik olan karoları alırız. Bu kenarı (x+3) oldu. 

Ö17: Bir de bunun altında yine x² lik koyarız 2x olur. 

Ö6: En alta da burası -1 olan bunu alırız (kısa kenarı -1 olan negatifi temsil eden cebir karosunu gösteriyor). 

Öğrenciler ilk iki çarpma iĢleminden sonra artık verilen çarpma iĢlemini bir dikdörtgenin alanı olarak 

modelleyebilmiĢler, bu dikdörtgenin alanını ise hem modellemede kullanılan parçaların alanlarını toplayarak 

kavramsal açıdan, hem de (x+3).(2x-1) ifadesinde dağılma özelliğini kullanarak iĢlemsel olarak bulabilmiĢler ve 

sonuçların birbirine eĢit olduğunu gösterebilmiĢlerdir. Öğrencilerin açıklamalarından sonra yapılan modelleme 

tekrar edilmiĢ ve negatif cebir karolarına dikkat çekilerek, vurgulanmıĢtır. Daha sonra da iĢlem üzerinde dağılma 

özelliği tekrar anlatılarak derinleĢtirme aĢamasına geçilmiĢtir. 

DerinleĢtirme aĢamasında öğrencilere cebir karoları dağıtılmıĢ ve öğrencilerden verilen cebirsel ifadelerin 

çarpımlarını, cebir karolarını kullanarak modellemeleri ve verilen modellemeye uygun cebirsel ifadelerin 

yazılması istenmiĢtir. Bu aĢamada Ö20 kodlu öğrencinin b Ģıkkına dair çözümü ġekil 9‟da verilmiĢtir. 

 

Şekil 9. 11 Ö20 Kodlu Öğrencinin b ġıkkına Çözümü 

ġekil 9‟da görüldüğü gibi, Ö20 önce modellemeyi cebir karoları ile oluĢturmuĢ sonra da çizim yaparak 

göstermiĢtir. Aynı zamanda oluĢturduğu Ģeklin alanını, kullandığı parçaların alanları toplamına eĢit olduğunu 

göstererek iĢlemsel olarak bir algoritma geliĢtirmiĢtir. Ancak yeĢil olan -1 br²‟lik karoları kullanması gereken 

yerde +1 br²‟lik karolarını kullanan Ö20‟ye cebirsel ifadeleri tekrar dağılma özelliğini kullanarak çarpması 

istenmiĢ ve hatasını görmesi sağlanmıĢtır. Ö20, modellemesini inceleyerek ve dikdörtgenin kenar uzunluklarını 

kontrol ederek hatasının farkına varıp kendi cevabını değerlendirerek düzeltmiĢtir. Dolayısıyla Ö20 için, sorunun 

kavramsal anlamanın oluĢtuğu söylenebilir. Aynı zamanda dağılma özelliğini uygulayarak sonucunu 

doğruladığından iĢlemsel olarak da anlamanın sağlanmıĢ olduğu söylenebilir.  

DerinleĢtirme aĢamasının diğer bir sorusunda, öğrencilere verilen modellemelere uygun cebirsel ifadeleri 

yazmaları istenmiĢtir. Ö20 kodlu öğrencinin çözümü ġekil 10‟da verilmiĢtir. 
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Şekil 10.  Ö20 Kodlu Öğrencinin b ġıkkına Çözümü 

Ö20, ilk soruda negatif terimleri göz ardı ederek yaptığı çözüm yapmıĢtı. Bu soruda artık cebir karolarına 

dikkat ederek modellemeyi yorumlayabilmiĢ ve sonuca ulaĢmıĢtır. Bu çalıĢma da modellemeler hazır 

verildiğinde öğrenciler, cebir karolarına hakim oldukları için cebirsel ifadenin çarpımı sorularını kavramsal 

olarak daha rahat cevaplayabilmiĢlerdir.  

Öğrenciler ders planı 2‟nin bu aĢamasında modellemeler kullanarak cebirsel ifadenin çarpanlarını 

belirlemiĢler ve cebirsel ifadeler ile çarpma iĢlemini modellemeler kullanarak temsiller arası geçiĢ 

yapabilmiĢlerdir. Ayrıca verilen modeli yorumlayarak cebirsel ifadelerin çarpımını yazabilmiĢtir. Böylece 

kavramsal anlamanın sağlandığı söylenebilir. Aynı zamanda bu aĢama sırasında öğrenciler harfli ifadeler 

arasında çarpma iĢlemini yapabilmiĢ, 2.(x+3), x.(x+2), (x+3).(2x-1) ifadelerinin çarpımında, çarpmanın toplama 

ve çıkarma üzerine dağılma özelliğini uygulayabilmiĢ, verilen modele uygun oluĢturduğu cebirsel ifadelerin 

çarpımında da dağılma özelliği kuralını uygulayabilmiĢtir. Öğrenciler toplama ve çıkarma iĢlemi üzerine dağılma 

özelliğinin anlamını bu sayede daha rahat kavradıkları ve uygulayabildikleri; dolayısıyla iĢlemsel anlamanın de 

bu sayede desteklendiği gözlenmiĢtir. Ayrıca somut materyallerle çalıĢılması uygulamaya olan ilgiyi ve katılımı 

arttırmıĢtır. Ders planının farklı aĢamalarında öğrenciler cebirsel ifadelerin çarpımını kavramsal ve iĢlemsel 

boyutta inĢa etme fırsatı bulmuĢ oldular.  

Cebirsel ifadelerde çarpma iĢleminin değerlendirme aĢamasına geçilmeden, öğrenciler ilk dönem görmüĢ 

oldukları çarpanlar ve katlar konusundan yararlanarak, çarpan kavramını kolayca hatırlamıĢ, dikdörtgenin kenar 

uzunluklarının birer çarpan olduğu fark etmiĢler ve böylece „çarpanlarına ayırma‟ konusuna giriĢ yapılmıĢtır. 

„Ortak çarpanı parantezine alma yöntemi ile cebirsel ifadeleri çarpanlara ayırır‟ kazanımına yönelik keĢfetme 

etkinliği ile devam edilmiĢtir. 

KeĢfetme aĢamasında öğrencilerden cebir karolarını kullanarak, alanı 3x+6 ve x²+3x olan dikdörtgen 

oluĢturmaları istenmiĢtir. Daha sonra oluĢturulan dikdörtgenlerin alanlarını, modellemelerindeki kenar 

uzunluklarını belirleyerek bulmaları istenmiĢtir. Ö19 ve Ö18 kodlu öğrencilerin sorulara verdikleri yanıtlar 

sırasıyla ġekil 11‟de verilmiĢtir. 

 

Şekil 11.  Ö19 ve Ö18 Kodlu Öğrencinin KeĢfetme AĢamasındaki Çözümü 

Ö19 ve Ö18 gibi diğer öğrenciler de verilen cebirsel ifadeyi bir dikdörtgen Ģeklinde modelleyerek, iki 

cebirsel ifadeni çarpımı Ģeklinde yazabilmiĢ ve ortak çarpanı belirleyebilmiĢlerdir. Bu bağlamda öğrenciler 

oluĢturdukları modeller üzerinden cebir ve geometri arasında iliĢki kurabilmiĢ olmaları, öğrencilerin cebirsel 

ifadelerde ortak çarpan parantezine alma konusunda kavramsal anlamayı sağlayabilmiĢlerdir. Bu bağlamda 

kazanımın iĢlemsel olarak da anlaĢılması amacıyla, öğrencilerden önceki bilgilerini hatırlanması ve ortak çarpan 

parantezine almayı iĢlemsel olarak nasıl yapılacağının düĢünülmesi istenmiĢtir. Bu aĢamada gerçekleĢen diyalog 

aĢağıdaki gibidir. 



İ Ünlüer A. Kurtuluş  

 56 

A: Peki çarpanlar katlar konusunda ortak bölen veya ortak katları buluyorduk hatırladınız mı? Örneğin, 

8 ile 10 sayılarının ortak çarpanları nedir? 

Ö2: Ġkisi de 2‟ye bölünür. 

A: Nasıl olduğunu açıklar mısın Ö2? 

Ö2: 8, 2.4‟ e eĢittir. 10‟da 2.5‟e eĢittir. O zaman 2 ortak çarpan olur. 

A: Evet, peki (x²+3x) ifadesindeki terimlerin ortak çarpanı için ne düĢünürsünüz? 

Ö3: Bunun (x²+3x) terimlerinde x çarpanı var  

A: Nasıl olduğunu açıklar mısın? 

Ö3: x², x çarpı x, 3x de 3 çarpı x olarak yazılırsa ikisinde de ortak olan x olur. 

A: Evet çok doğru. Bu durumu herkes anladı mı? (tüm öğrenciler onay vermiĢleridir) O halde x ortak 

ise x²+3x ifadesini, çarpım Ģeklinde nasıl yazarız? 

Ö3: Ortak çarpanı kullanarak x.(x+3) olarak yazarız. 

A: Aynen bu Ģekilde yazılır. Peki 3x+6 ifadesini nasıl çarpım Ģeklinde yazarız? 

Ö5: Burada 3 ortak. 

A: Nasıl olduğunu gösterebilir misin? 

Ö5: 3x, 3 çarpı x, 6 da 3 çarpı 2‟ye eĢittir 3 ortak olur. 3.(x+2) olarak yazılır. 
 

Öncelikle çarpanlar katlar konusunda görmüĢ oldukları ortak kat, ortak bölen kavramının hatırlatılarak, 

öğrencilerin konu üzerinde düĢünmeleri sağlanmıĢ, öğrencilerin sayıların ortak bölenini bulabildiği ve ortak 

çarpan ifadesine ulaĢmıĢ olduğu görülmüĢtür. Daha sonra, verilen cebirsel ifadedeki terimlerin çarpanları ve bu 

çarpanlardan ortak olanların bulunması istendiğinde, bu sonuçtan yola çıkarak öğrenciler terimlerin 

çarpanlarından ortak olanları belirleyebilmiĢlerdir. Böylece öğrenciler iĢlemsel bir algoritma geliĢtirerek cebirsel 

ifadelerin ortak çarpanlarına ulaĢabilmiĢlerdir. Bu bağlamda öğrenciler ortak çarpan parantezine alma yöntemini 

iĢlemsel bilgilerini kullanarak ifade edebildikleri söylenebilir. Açıklama aĢamasında, cebirsel ifadeleri ortak 

çarpan parantezine alma yöntemi ile çarpanlara ayrılması iĢlemsel olarak anlatılmıĢtır. 

DerinleĢtirme aĢamasında, öğrencilerden 5x + 5y, 24a + 32, 12m²n – 8mn², 18x³ – 27x² + 36x, 8a²b – 6ab² 

cebirsel ifadeleri modelleme yapmadan, iĢlemsel bilgilerini kullanarak ortak çarpan parantezine alma yöntemiyle 

çarpanlarının bulunması istenen soruda öğrencilerin tümü ilk sorudaki ifadeyi kolaylıkla çarpanlarına 

ayırabilmiĢlerdir. Ardından 24a + 32 ifadesine ait Ö11 kodlu öğrencinin çözümü ġekil 12‟de verilmiĢtir. 

 
Şekil 12.  Ö11 Kodlu Öğrencinin B ġıkkına Çözümü 

Ö11, 24a + 32 ifadesinde ortak çarpanlardan en büyüğünü değil, herhangi bir ortak çarpanı bularak iĢlem 

yapmıĢtır. Ö11‟in onayı ile çözümü tahtada irdelenmiĢ ve tüm öğrencilerin çözümü ve açıklamaları görmeleri 

sağlanmıĢ, fikir yürütmeleri istenmiĢtir. Bu aĢamada gerçekleĢen diyalog aĢağıdaki gibidir. 

Ö: 24a+32 = 4.(6a+8) eĢitliği doğru bir Ģekilde ortak çarpan parantezine alınmıĢ mıdır? 

Ö10: Evet, 24‟de 32‟de 4‟e bölünür. 

Ö: Peki 6a+8 ifadesinin terimlerinde ortak çarpan var mı? 

Ö7: Evet var onlar 2‟ye bölünür. 

Ö: Bu durumda ne almalıyız ortak çarpanı? 

Ö9: O zaman 8 alırız yani 2.4 

Ö11: En büyük çarpanını alırız. 

Ö: Evet doğru, aslında Ö11‟in çözümü (24a+32 = 4.(6a+8)‟i göstererek) yanlıĢ değil; ancak verilen 

cebirsel ifadenin terimlerinin ortak çarpanlarından en büyüğünü seçersek daha doğru bir eĢitlik sağlamıĢ 

oluruz.  
 

Öğrencilere yönlendirilen sorular ile gerçekleĢen tartıĢma ortamında hem Ö11 hem de bu soruda hatası olan 

diğer öğrencilerde terimlerin ortak olan çarpanlarından en büyüğünü tespit ederek, ortak çarpanın belirlenmesini 

iĢlemsel olarak anlamıĢ oldular. Daha sonra 12m²n – 8mn² ifadesinde ait Ö3‟ün çözümü ġekil 13‟de verilmiĢtir. 

 
Şekil 13.  Ö3 Kodlu Öğrencinin C ġıkkına Çözümü 
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ġekil 13 de, Ö3  terimlerin katsayılarının ortak çarpanlarının en büyüğünü aalmıĢ olmasına rağmen, ortak 

değiĢkenleri göremeyen üç öğrenci olmuĢtur. Ö3 kodlu öğrenci, yaptığı çözümünü tahtada anlatırken 

gerçekleĢen diyalog aĢağıdaki gibidir:  

Ö: Ortak çarpanı nasıl belirledin Ö3? 

Ö3: 12 ve 8‟i bölen sayı 4. 
Ö: Peki terimlerdeki değiĢkenleri de inceler misin? Terimlerin değiĢkenlerinde ortak çarpanlar hangileri? 

Ö3: Evet, m‟ler ve n‟ler ortak.  

Ö: Nasıl olduğunu açıklar mısın? 

Ö3: m², m.m dir, n² de n.n dir. 
Ö11: O zaman ortak çarpanı 4mn‟dir.  
 

Bu aĢamada tahtada yapılan çözüm ve açıklamalar ile öğrenciler, değiĢkenlerin üslü ifadelerini çarpım 

Ģeklinde yazarak, değiĢkenlerdeki ortak olan çarpanlarını belirlemeyi iĢlemsel olarak görmüĢlerdir. Böylelikle 

diğer sorularda tüm öğrenciler verilen cebirsel ifadelerin hem katsayıların hem de değiĢkenlerin ortak çarpanına 

ulaĢarak ortak çarpan parantezine alma yöntemi ile çarpanlara ayırabilme kazanımına dair iĢlemsel anlamayı 

sağlayabilmiĢlerdir. 

Ders planının sonunda artık öğrencilerin „ortak paranteze alma yöntemi ile çarpanlara ayırabilme‟ 

kazanımına yönelik kavramsal olarak, ortak çarpan kavramını anlayabilmiĢler, alanı 3x+6, x²+3x Ģeklinde 

verilmiĢ olan dikdörtgenleri modelleyerek, kenar uzunluklarını belirleyebilmiĢlerdir. ĠĢlemsel olarak ise ortak 

çarpanı, çarpanlar-katlar konusu ile iliĢkilendirme yaparak belirlemiĢler, cebirsel ifadelerde terimlerin 

katsayılarının ortak çarpanlarının en büyüğünü elde edebilmiĢler, cebirsel ifadelerdeki üslü Ģekilde verilmiĢ 

değiĢkenleri (m²) çarpım Ģeklinde yazarak (m.m), ortak çarpanı elde edebilmiĢler ve cebirsel ifadeleri, ortak 

katsayıları ve değiĢkenleri göz önüne alarak ortak çarpan parantezine alabilmiĢlerdir.  

Ders planının değerlendirme aĢamasında, „Cebirsel ifadelerin çarpımını yapar‟ ve „Ortak çarpan parantezine 

alma yöntemi ile cebirsel ifadeleri çarpanlara ayırır‟ kazanımlarına yönelik kavramsal ve iĢlemsel anlamanın ne 

ölçüde oluĢtuğunu görmek için hem modelleme içeren, hem iĢlemsel bilginin kullanılması gereken soru tiplerine 

öğrencilerin kavramsal ve iĢlemsel anlamaları bir arada olarak ölçülmüĢtür. Tüm öğrenciler bu iki bilgi türünde, 

hem süreç boyunca hem de değerlendirme sorularındaki cevaplarda geliĢimlerini göstermiĢlerdir. Bunun yanında 

özdeĢlikler ve çarpanlara ayırma konusuna baĢlamadan ön bilgilerini tamamlayarak, eksikliklerini gidererek 

konuya hazır olmaları sağlanmıĢtır. 

3.2. Özdeşlikler ve çarpanlara ayırma konusunun öğreniminde öğrencilerin kavramsal ve işlemsel anlama 

süreçlerine ait bulgular 

Bu bölümde „„ÖzdeĢlikleri modellerle açıklar.‟‟ ve „„a² + 2ab + b², a² - 2ab + b² ve a² - b²‟biçimindeki 

ifadeleri çarpanlarına ayırır.‟‟ kazanımları için hazırlanan ders planı-3‟ün uygulamasından elde edilen bulgular 

sunulmuĢtur.  

GiriĢ aĢamasında öğrencilere farklı eĢitlikler verilmiĢ, öğrenciler bu eĢitliklerdeki bilinmeyen yerine farklı 

değerler koyarak, bazı eĢitliklerin her durumda iki tarafının da aynı olduğunu görmüĢlerdir. Daha sonra 

öğrencilere verilen 2.(x + 4) = 2x + 8,  2 – x = x + 2,  - (4a + 7) = - 4a – 7, 9m + 7m = 16m, (3x)² = 3x² 

eĢitliklerinden hangisinin her iki tarafının her durumda eĢit olduğu sorulduğunda, çoğu öğrenci aritmetik iĢlemler 

yaparak 1., 3. ve 4. eĢitlikleri göstermiĢlerdir. Daha sonra öğrenciler bilinmeyen yerine farklı sayılar koyarak, 

diğer eĢitliklerdeki bilinmeyenlerin, tek bir değere sahip olduğunu buldular ve bu eĢitlikleri eski bilgilerini de 

hatırlayarak denklem olduğunu söylediler. Burada özdeĢlik kavramını sezdirmek için geçen diyalog Ģu 

Ģeklidedir.  

A: Bulduğunuz denklemler ile diğer eĢitliklerin arasındaki fark nedir?  
Ö13: Diğerlerinde x‟e ne verirsek hep eĢit çıkar.  

Ö5: Ama denklemde x‟in tek bir değeri vardır.  

A: Evet çok doğru. O halde bu eĢitlikleri nasıl tanımlarsınız?  

Ö19: DeğiĢkenin yerine hangi sayı gelirse gelsin sağ taraf sol tarafa eĢit olur. 
 

Böylelikle özdeĢlik kavramını ve özdeĢlik ile denklem arasındaki farkın anlaĢılmasında iĢlemsel bilginin, 

kavramsal anlamayı destekleyerek oluĢturduğu söylenebilir. 

3.2.1. İki Terimin Toplamının Karesi Özdeşliğine Yönelik Bulgular 

KeĢfetme aĢamasında, iki terimin toplamının karesi özdeĢliğinin kavramsal olarak anlaĢılmasının sağlanması 

amacıyla yapılan etkinlikte Ö11 kodlu öğrencinin çözümü ġekil 14‟de verilmiĢtir. 
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Şekil 14.  Ö11 Kodlu Öğrencinin ÇalıĢması 

ġekil 14 de verilen Ö11in çözümü gibi diğer öğrenciler de oluĢturdukları karenin alanını, hem parçaların 

alanları toplamından hem de karenin alan bağıntısından bularak, iki durumun birbirine eĢitlemiĢler ve 

(10+5)²ifadesinin, üç terimli 10²+2.5.10+5² ifadesine özdeĢ olduğunu modelleme yoluyla anlamıĢ oldular. 

Açıklama kısmında öğrencilerin bir önceki aĢamada keĢfetmiĢ oldukları, (a+b)²ifadesinin özdeĢinin iĢlemsel 

olarak, birinci terimin karesi, birinci ve ikinci teriminin çarpımının iki katı ile ikinci terimin karesinin toplamı 

Ģeklinde bulunacağı tekrar açıklanmıĢtır. 

DerinleĢtirme aĢamasında, (x + 5)² , (2a + 3)², (k + 4m)² ifadelerinin iki terimin toplamının karesi 

özdeĢliğinden yararlanarak verilen ifadelerin açılımlarını yazarken bazı öğrenciler (2a + 3)² ifadesinde katsayının 

karesini almadan çözüm yaptığı görülmüĢtür. Öğrencilere yapılan ufak bir hatırlatmayla katsayısı olan bir 

değiĢkenin karesini alırken yaptıkları çözümü kontrol etmeleri istenerek hatalarını düzelttikleri görülmüĢtür. 

Dolayısıyla öğrencilerde bu özdeĢliğe dair iĢlemsel anlamanın sağlanmıĢ olduğu gözlenmiĢtir. ÇalıĢma 

yaprağının diğer sorularında cebir karolarını kullanarak verilen cebirsel ifadelerinin modellemesini çizmeleri ve 

oluĢturdukları Ģeklin alan bağıntısından yararlanarak verilen üç terimli ifadelerin çarpanlarının bulunması 

istenmiĢtir. Ö12 kodlu öğrencinin örnek çözümü ġekil 15‟de verilmiĢtir. 

 
Şekil 15.  Ö12 Kodlu Öğrencinin 3. Soruya Çözümü 

Ö12 gibi diğer öğrencilerinde önce hangi cebir karolarını kullanacaklarına karar vererek üç terimli bir ifadeyi 

modelleyebilmiĢ olmaları, kavramsal bilgiyi kullanmıĢ olduğunu göstermektedir. Aynı zamanda oluĢturdukları 

kare modelinin kenar uzunluklarını kullanarak hem karenin alan bağıntısından hem de cebir karolarının 

parçalarının alanları toplamından özdeĢliği yazabilmiĢ ve verilen cebirsel ifadelerin çarpanlarına ulaĢmıĢlardır. 

Bu bağlamda öğrenciler, modellemelerden yararlanarak verilen üç terimli bir ifadenin çarpanlarını, 

oluĢturdukları karenin birer kenarının cebirsel ifadenin çarpanları olduğunu kavramsal boyutta keĢfetmiĢ oldular. 

Bu aĢama, aynı zamanda a² + 2ab + b² ifadesinin çarpanlarına ayrılması kazanımına yönelik bir keĢfetme 

etkinliği olarak uygulanmıĢtır. Açıklama aĢamasında x² + 4x + 4 cebirsel ifadesinin çarpanlarına ayrılması 

yöntemi iĢlemsel olarak açıklanarak (x+2)‟nin verilen cebirsel ifadenin bir çarpanı olduğu gösterilmiĢtir. 
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DerinleĢtirme aĢamasında, öğrenciler a² + 2ab + b² ifadesinin çarpanlara ayrılmasına yönelik hem modelleme 

istenen kavramsal soruları, hem de iĢlemsel bilginin ölçüldüğü soruları doğru biçimde cevaplamıĢlardır.  

Tüm öğrenciler öğretim süreci boyunca, iki terimin toplamının karesi özdeĢliğine ve çarpanlarına ayrılmasına 

yönelik kazanımları, kavramsal açıdan özdeĢlik kavramını tanıyabilmiĢ, özdeĢlik ile denklemi ayırt edebilmiĢ, 

geometrik modellemeleri ve bağıntıları kullanarak özdeĢliği oluĢturabilmiĢ, sayısal olarak elde ettiği özdeĢliği 

harfli ifadelere genelleyebilmiĢ, üç terimli cebirsel ifadeleri geometrik olarak modelleyebilmiĢ ve çarpanlarına 

ulaĢabilmiĢ, geometrik modeli verilen özdeĢliği ve çarpanlarını belirleyebilmiĢlerdir.  Diğer taraftan iĢlemsel 

açıdan ise karenin alan bağıntısını harfli terimler üzerinde ifade edebilmiĢ, iki terimin karesinin toplamı 

özdeĢliğinin açılımını formül kullanarak yapabilmiĢ, üç terimli cebirsel ifadeleri formül kullanarak çarpanlarına 

ayırabilmiĢlerdir. Bu bağlamda iki terimin toplamının karesi özdeĢliğine ve çarpanlarına ayrılması konusu, 

kavramsal ve iĢlemsel olarak anlaĢılması, ders planının farklı aĢamalarında yinelemeli olarak desteklenmiĢtir. 

3.2.2. İki Terimin Farkının Karesi Özdeşliğine Yönelik Bulgular 

KeĢfetme aĢamasında, iki terimin farkının karesi özdeĢliğinin kavramsal olarak anlaĢılmasının sağlanması 

amacıyla yapılan etkinlikte, öğrenciler uygulamaları birebir kendileri yapmıĢlar ve bu aĢamada Ö5 kodlu 

öğrencinin çalıĢması ġekil 16 ‟da verilmiĢtir.  

 
Şekil 16.  Ö5 Kodlu Öğrencinin ÇalıĢması 

 

ġekil 16‟da verilen öğrenci çözümü üzerine  araĢtırmacı ve öğrencilerle gerçekleĢen diyalog verilmiĢtir. 

Ö: Kenar uzunluğu (8-1) birim olan kareyi, elinizdeki kareden nasıl oluĢturdunuz? 

Ö11: Kenarından 1cm, buradan da kestim (karenin diğer kenarını gösteriyor) 

Ö: Peki kalan karenin alanını nasıl buldunuz? 

Ö5: Ġki kenarını çarparak buldum. 
Ö: Karenin alanını farklı bir Ģekilde bulabilir miyiz? 

Ö20: Tüm Ģekilden kestiğimiz yerleri çıkartarak. 

Ö: Çok doğru, Ģimdi tüm karenin alanından kestiğimiz kısımların alanlarını çıkararak kalan karenin alanını bulalım. 

Burada çoğu öğrenci kenarı 8 birim olan karelerden, bir kenarı 1 birim olan parçaları kendileri belirleyip 

kestikleri için parçaların kesiĢimlerindeki, kenarı 1 birim olan karesel bölgenin, yaptıkları iĢlemde iki kere 

çıkarıldığını fark edebildiler. Dolayısıyla o bölgenin alanını eklememiz gerektiğini söylediler. Ancak etkinlikte 

istenen alanı bulamayan ve özdeĢliğe ulaĢamayan öğrenciler için sınıfta soru-cevap ile yapılan tartıĢma ortamı ve 

tahtada yapılan çözümler ile bu öğrencilere özdeĢliği kavramsal olarak anlama fırsatı sunulmuĢtur. Bunun 

yanında iki terimin farkının karesi özdeĢliğinin kavramsal olarak anlaĢılmasına destek olması ve daha kalıcı 

olması amacıyla, kenar uzunluğu farklı olan kareler verilerek aynı etkinliğin uygulanması istenmiĢ, böylece 

öğrenciler iki terimin farkının karesi özdeĢliğine, bir kare modeli üzerinden, kendileri deneyimleyerek kavramsal 

olarak yeterlilik kazanmıĢ oldular. Açıklama kısmında iki terimin farkının karesi özdeĢliğinin açılımının nasıl 

yapılacağı iĢlemsel olarak tekrar açıklanmıĢtır. 

DerinleĢtirme aĢamasının ilk sorusunda, (x - 7)² , (3a - 4)², (z – 2t)², cebirsel ifadelerinin, iki terimin farkının 

karesi özdeĢliğinden yararlanarak eĢitinin bulunması istenmiĢ ve öğrenciler terimlerin katsayılarını da göz önüne 

alarak doğru sonuca ulaĢmıĢlardır. Buradan öğrencilerin iki terimin farkının karesi özdeĢliğinin açılımına dair 

iĢlemsel anlama yeterliliğine ulaĢmıĢ olduğu görülmüĢtür. ÇalıĢma kağıdının diğer sorularında öğrencilere cebir 

karoları dağıtılarak, x² - 4x + 4 ve x² - 6x + 9 cebirsel ifadelerini modellemeleri, oluĢturacakları karenin alan 

bağıntısından cebirsel ifadelerin çarpanlarına ulaĢılması istenmiĢtir. Ö20 kodlu öğrencinin çözümü ġekil 17‟de 

verilmiĢtir. 
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Şekil 17. Ö20 Kodlu Öğrencinin 2. Soruya Yanıtı 

 

Bu aĢamada Ö20 ile gerçekleĢen diyalog aĢağıdaki gibidir. 

Ö: OluĢturduğun modelin alanı, verilen cebirsel ifadeye eĢit olup olmadığını kontrol eder misin? 

Ö20: Bu parçaların alanlarını toplarsam x²-4x-4 olur. Buna eĢit değil. (x²-4x+4 sorusunu gösteriyor) 
Ö: O halde modellemeni yeniden kontrol eder misin? 

Ö20: Bir tane x², dört tane -x ve dört tane +1 lazım o zaman 4 olur. Buraya turunculardan koymalıyım çünkü artı 

onlar. (1 br² lik cebir karolarının gösteriyor) 

Burada Ö20 baĢta modellemiĢ olduğu kareyi yorumlarken -1br² yi temsil eden yeĢil karolar yerine, +1br² yi 

temsil eden turuncu karoları kullanması gerektiğini kendisi fark etmiĢtir. Ö20 gibi negatif cebir karolarını hatalı 

kullanan öğrenciler de bu aĢamada yapılan açıklamalarla modellemelerini düzelterek, hatalarını keĢfetmeleri 

sağlanmıĢ ve diğer soruda bu duruma dikkat ederek çözümlerini yapmıĢlardır. Böylelikle öğrenciler 

oluĢturdukları karenin kenar uzunluklarının, verilen cebirsel ifadenin çarpanı olduğunu kavramsal olarak anlamıĢ 

olduğu söylenebilir. Bu aĢama, verilen ikinci dereceden cebirsel ifadelerin çarpanlarına ayrılmasının keĢfetme 

etkinliği olarak yapılanmıĢtır. Açıklama aĢamasında x²-6x+9 cebirsel ifadesinin çarpanlarına ayrılması yöntemi 

iĢlemsel olarak anlatılarak, (x-3)‟ün verilen cebirsel ifadenin bir çarpanı olduğu gösterilmiĢtir. 

DerinleĢtirme aĢamasında, öğrenciler 9m² - 42m + 49, 25a² - 80ab + 64b² üç terimli ifadelerin çarpanlarını 

iĢlemsel bilgilerini kullanarak bulabilmiĢler, modelleme istenen kavramsal soruları doğru biçimde 

cevaplamıĢlardır. Dolayısıyla dersin sonunda tüm öğrenciler iki teriminin farkının karesi özdeĢliğine ve 

çarpanlarına ayrılmasına yönelik kazanımları, kavramsal açıdan karenin alan bağıntısını kullanarak iki terimin 

farkının karesine özdeĢ olan ifadeyi belirleyebilmiĢ, sayısal olarak elde ettiği özdeĢliği harfli ifadelere 

genelleyebilmiĢ, üç terimli cebirsel ifadeleri geometrik olarak modelleyebilmiĢ ve çarpanlarına ulaĢabilmiĢ, 

geometrik modeli verilen özdeĢliği ve çarpanlarını belirleyebilmiĢlerdir. Bunun yanında iĢlemsel açıdan ise iki 

terimin farkının karesi özdeĢliğinin açılımını formül kullanarak yapabilmiĢ, üç terimli cebirsel ifadelerin 

çarpanlarına, iki terimin farkının karesi özdeĢliğinin kuralını kullanarak ulaĢabilmiĢlerdir. Dolayısıyla iki terimin 

farkının karesi özdeĢliği ve çarpanlara ayrılması, 5E modelinin aĢamalarında, kavramsal ve iĢlemsel anlamanın 

birbirini destekler Ģekilde tüm öğrenciler tarafından deneyimlendiği söylenebilir. 
 

3.2.3. İki Kare Farkı Özdeşliğine Yönelik Bulgular  

KeĢfetme aĢamasında, iki kare farkı özdeĢliğinin kavramsal anlamanın sağlanması amacıyla yapılan 

etkinliğin daha kolay ve anlaĢılır olması açısından noktalı veya kareli kağıt kullanılmıĢtır. Ö12 kodlu öğrencinin 

çözümü ġekil 18‟de verilmiĢtir. 
 

 
Şekil 18.  Ö12 Kodlu Öğrencinin ÇalıĢması 
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Ö12 gibi diğer öğrencilerde beklenen Ģekilde, baĢlangıçta ulaĢtıkları büyük parçanın alanının, ikinci aĢamada 

oluĢturdukları dikdörtgenin alanına eĢit olduğunu söyleyebildiler. Bu sırada araĢtırmacı ile Ö6 arasında 

gerçekleĢen diyalog aĢağıdaki gibidir.                                    

Ö: OluĢturduğun dikdörtgenin alanını nasıl bulursun? 

Ö6: Öğretmenim burada kısa kenar (9-3) uzun kenar da (9+3) olacak, ikisini çarparak bulurum. 
Ö: Evet çok doğru, peki elde ettiğimiz alanları incelersek nasıl bir sonuca varırız?  

Ö6: Zaten aynı Ģekil bunu (dikdörtgeni gösteriyor) keserek oluĢturduk ikisi birbirine eĢit olur. 

Ö20: Öğretmenim o zaman, 9²-3²  ni çarpanlarına ayırmıĢ olduk. 

Ö: Evet aynen öyle. 
 

Böylelikle öğrencilerin iki ifadeyi birbirine eĢitleyerek, 9²-3² ifadesini çarpanlarına ayrılmasının kavramsal 

olarak keĢfetmiĢ olduğu söylenebilir. Tüm öğrenciler iki kare farkı özdeĢliğine ve çarpanlarına ayrılmasına 

yönelik kavramsal anlama yeterliliğine ulaĢmıĢlardır. Açıklama kısmında, öğrencilerin keĢfetmiĢ oldukları a²-b² 

özdeĢliği ve çarpanlarına ayrılması modellenerek anlatılmıĢtır.  

DerinleĢtirme aĢamasında, iki kare farkı özdeĢliği ve çarpanlarına ayrılmasının hem kavramsal hem de 

iĢlemsel olarak ölçülmesini bir arada barındıran soruya yönelik Ö10 kodlu öğrencinin çözümü ġekil 19‟da 

verilmiĢtir. 

 
Şekil 19.  Ö10 Kodlu Öğrencinin DerinleĢtirme AĢasındaki Çözümü 

 

Öğrenciler kalan bölgenin alanını, önce büyük karenin alanından küçük karenin alanını çıkararak yazmıĢlar, 

daha sonra ise iki kare farkı özdeĢliğinin açılımından yararlanarak yazarak çarpanlarını ifade edebilmiĢlerdir. 

Buna göre ders sonunda iki kare farkı özdeĢliğine ve çarpanlarına ayrılması konusuna yönelik, tüm öğrenciler 

kavramsal olarak, kare ve dikdörtgen modellerinin alan bağıntısını kullanarak iki kare farkına özdeĢ olan ifadeyi 

belirleyebilmiĢ, 9²-3² ve x²-6² örneklerinden yararlanarak a²-b² özdeĢliğinin genellemesine ulaĢabilmiĢ, farklı 

problem durumunda, verilen modeli temsil eden özdeĢliği ve çarpanlarını belirleyebilmiĢlerdir. diğer taraftan 

iĢlemsel olarak ise iki kare farkı ifadesinin çarpanlarını alan bağıntısından yararlanarak elde etmiĢler, farklı 

problem durumunda, verilen cebirsel ifadeyi çarpanlarına ayırabilmiĢlerdir. Böylelikle ders planının keĢfetme ve 

derinleĢtirme aĢamalarında tüm öğrencilerin a²-b² özdeĢliğine yönelik kavramsal ve iĢlemsel anlamaları 

zincirleme Ģeklinde deneyimlemiĢ olduğu söylenebilir. 

Öğretim deneyinin son kısmı olan değerlendirme aĢamasının 1. ve 2. sorularında öğrenciler, özdeĢlik olan 

eĢitliklere, bilinmeyen yerine farklı sayılar koyarak hangi eĢitliklerin her durumda doğrulandığını belirleyerek 

ulaĢmıĢlar, özdeĢlik ile denklem arasındaki farkı hem matematiksel iĢlemler yaparak hem de dersin sonunda artık 

tüm özdeĢlikleri de tanıdıkları için açılımlarını yaparak ayırt edebilmiĢlerdir. ÖzdeĢ ifadelerin belirlenmesi 

istenen ilk soruya, Ö14 kodlu öğrencinin çözümü ġekil 20‟de verilmiĢtir.  
 

                                      
                                  Şekil 20. Ö14 Kodlu Öğrencinin 1. Soruya Yanıtı 
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Ö14 açıklamasında, bilinmeyen yerine farklı sayılar koyarak her zaman birbirine eĢit çıkan cebirsel ifadelerin 

özdeĢ olduğunu belirtmiĢ; buradan Ö14‟ün özdeĢlik ifadesini kavramsal bilgisini kullanarak açıkladığı 

görülmektedir. Bazı öğrenciler ise artık özdeĢliklerin açılımlarını öğrendikleri için birbirine özdeĢ olan cebirsel 

ifadeleri eĢleĢtirebilmiĢlerdir. Ö11 kodlu öğrencinin çözümü ġekil 21‟de verilmiĢtir. 
  

 
Şekil 21. Ö11 Kodlu Öğrencinin 1. Soruya Yanıtı 

 

Ö11 gibi bazı öğrenciler ise özdeĢ olan terimleri, iĢlemsel bilgilerine dayanarak öğrendikleri özdeĢliklerin 

kurallarından belirlediği görülmüĢtür. Ġkinci soruda, özdeĢlik ve denklem kavramlarının ayırt edilmesi 

istenmiĢtir. Ö7 kodlu öğrencinin çözümü ġekil 22‟de verilmiĢtir.  
 

 
Şekil 22. Ö7 Kodlu Öğrencinin 2. Soruya Yanıtı 

 

Değerlendirme kağıtları incelendiğinde Ö7 gibi diğer öğrenciler eĢitliklerdeki terimlerin katsayılarına ve 

iĢaretlerine dikkat ederek, özdeĢliklerin kurallarını göz önünde bulundurmuĢlar ve özdeĢlik olmayan eĢitlikleri 

belirlemiĢlerdir. Buradan öğrencilerin denklem ile özdeĢlik kavramına dair farkı iĢlemsel bilgilerine dayanarak 

ayırt ettiği söylenebilir. Bu durum öğrencilerin iĢlemsel becerileri özdeĢlik kavramının algılanmasına ve denklem 

ile özdeĢlik gibi temel yapıların anlamını ve arasındaki farkın görülmesini sağlamıĢtır. Buna yönelik olarak 

öğrencilerin iĢlemsel becerileri de kavramsal öğrenmelerini desteklemiĢtir.  

Diğer bir soruda, iki terimin farkının karesi özdeĢliğinin çarpanlarına ayrılmasına yönelik, iĢlemsel 

anlamanın ölçüldüğü bir soruya yönelik Ö4 kodlu öğrencinin çözümü ġekil 23‟de verilmiĢtir.  
  

 
Şekil 23. Ö4 Kodlu Öğrencinin 3. Soruya Yanıt 

 

 Ö4, 361‟in karekökünün 19 olduğunu görmüĢ; ancak cebirsel ifadenin tamamını kare içine alarak, verilen 

ifadenin iki terimin farkı özdeĢliğinin yapısı olduğunu anlamadığı görülmüĢtür. Aynı soruya Ö18 kodlu 

öğrencinin çözümü ġekil 24‟de verilmiĢtir.  
 

 
Şekil 24. Ö18 Kodlu Öğrencinin 3. Soruya Yanıtı 

 

 Ö18 kodlu öğrenci ise verilen cebirsel ifadeyi iki terimin farkının karesi özdeĢliğinin açılımı olduğunu fark 

edebildiği halde, ortadaki terime ulaĢamamıĢtır. Buradan Ö14 ve Ö18 gibi akademik baĢarısı düĢük olan 4 

öğrencinin iki terimin farkı özdeĢliğine dair iĢlemsel anlamalarının yeterli olmadığı belirlenmiĢtir. Bunun 

yanında ders baĢarısı iyi ve orta düzeyde olan öğrenciler soruyu zorlanmadan cevaplayabilmiĢtir.   

Bir baĢka soruda, sözel bir Ģekilde verilen ifadeyi öncelikle cebirsel olarak ifade etmeleri sonra da 

çarpanlarına ayırmaları istenmiĢtir. Ö5 kodlu öğrencinin çözümü ġekil 25‟de verilmiĢtir.  
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                                  Şekil 25. Ö5 Kodlu Öğrencinin 4. Soruya Yanıtı  
 

Ö5 kodlu öğrencinin yazdığı cebirsel ifadenin hatalı olduğu ve terimlerin ortak çarpanını belirleyemediği 

görülüyor. Ö5‟e değerlendirmeden sonra çözümünü neden bu Ģekilde yaptığı sorulduğunda, soru kökünden bu 

Ģekilde anladığını, o yüzden cebirsel ifadeyi bu Ģekilde yazdığını söylemiĢtir. Dolayısıyla bu durumun bilgi 

eksikliğinden değil, dikkat hatasından kaynaklandığı belirlenmiĢtir. Bunun yanında öğrencilerin çoğu verilen 

sözel ifadeye uygun cebirsel ifadeyi yazarak ve açılımını yaparak, iki terimin toplamının karesi özdeĢliğine 

ulaĢabilmiĢlerdir. Buradan çoğu öğrencide bu özdeĢliğe dair kavramsal ve iĢlemsel anlamanın oluĢtuğu 

belirlenmiĢtir. 

Bunun yanında öğrenciler a²+2ab+b², a²-2ab+b² biçimindeki ifadelerin çarpanlarına ayrılmasında 

öğrencilerin iĢlemsel bilgilerini kullanarak özdeĢlikleri doğru bir Ģekilde yazabilmiĢlerdir; ancak 5 öğrenci a²-b² 

biçimindeki ifadelerini çarpanlarına ayıramadıkları görülmüĢtür. Ö7 kodlu öğrencinin çözümü ġekil 26‟da 

verilmiĢtir. 

 
Şekil 26. Ö7 Kodlu Öğrencinin 5. Soruya Yanıtı 

 

Ö7, c ve d Ģıklarındaki ifadelerin terimlerin kareköklerini belirlemiĢ; ancak ifadeleri genelleyerek, tam kare 

özdeĢliği olarak algılamıĢ ve eĢitlikleri hatalı yazmıĢtır. Değerlendirme kağıtları incelendiğinde öğrencilerin c ve 

d Ģıklarında zorlandıkları belirlenmiĢtir. Ö13 kodlu öğrenci ise c Ģıkkında, terimleri 2 ile ortak çarpan 

parantezine almadan çarpanlarına ayırmıĢtır.  Bu zorluk, iki kare farkı özdeĢliğinin derinleĢtirme aĢamasında, 

öğrencilerin iĢlemsel bilgilerini kullanacakları farklı cebirsel ifadeler üzerine değinilmediğinden kaynaklanmıĢ 

olabilir. Bu bağlamda bu öğrencilerde iki kare farkı özdeĢliğinin çarpanlara ayrılmasının iĢlemsel bilgilerinin 

eksik kaldığı belirlenmiĢtir. 

ÖzdeĢliklerin modellerle açıklanması istenen son soruda öğrenciler, iki terimin toplamını karesi ve iki kare 

farkı özdeĢliğini kolaylıkla modellerken, iki terimin farkının karesi özdeĢliğini modellerken zorlandıkları 

görülmüĢtür. Ders baĢarısı orta düzeyde olan Ö14 kodlu öğrencinin çözümü ġekil 27‟de verilmiĢtir. 
 

 
Şekil 27.  Ö14 Kodlu Öğrencinin c ġıkkına Yönelik Çözümü 
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ġekil 27‟de, Ö14 önce özdeĢliğin açılımını yapmaya çalıĢmıĢ; ancak terimlerin iĢaretlerinde hata yapmıĢtır. 

Yaptığı modellemede negatif karoları göstermemiĢ ve kenar uzunluğu (2x+1) olan bir kare modellemiĢtir. 

Burada öğrencinin iĢlemsel hatası, yanlıĢ modelleme yapmasına yol açmıĢ, ayrıca kavramsal anlamasında da 

eksikliklerin olduğu görülmüĢtür. Diğer taraftan birkaç öğrenci ise, negatif cebir karolarını kullanamamıĢlar ve 

modellemelerini tamamlayamamıĢlardır. Ö11 ve Ö9 kodlu öğrencilerin çözümleri sırasıyla ġekil 28‟de 

verilmiĢtir. 
 

   
Şekil 28.  Ö11 ve Ö9 Kodlu Öğrencinin Çözümü 

 

Ö11 ve Ö9 gibi 5 öğrenci, verilen cebirsel ifadenin bir kenar uzunluğu (2x-1) olan bir kare modellemeye 

çalıĢmıĢlar; ancak modellemelerini tamamlayamamıĢlardır. Değerlendirme aĢamasından sonra Ö11 ve Ö9‟a 

modelleme yaparken nasıl bir yol izledikleri sorulduğunda, kare oluĢturmaya çalıĢtıklarını, ama diğer kenar 

uzunluğunun nasıl olması gerektiğini bulamadıklarını belirtmiĢlerdir. Dolayısıyla bu öğrencilerin (a-b)² 

özdeĢliğinin kavramsal anlamalarında; aynı zamanda özdeĢliğin açılımını da yazamadıklarından iĢlemsel 

bilgilerinde de eksiklikler olduğu görülmüĢtür. Öğretim deneyinin son aĢaması olan değerlendirme sorularından 

elde edilen verilerden yararlanarak öğrencilerin özdeĢliklerin modellenmesinde ve çarpanlarına ayrılmasına 

yönelik kavramsal ve iĢlemsel anlamalarının oluĢma durumları Tablo 3‟de verilmiĢtir. 

Tablo 3.  Öğrencilerin ÖzdeĢlikler ve Çarpanlara Ayırma Konusuna Yönelik Kavramsal ve ĠĢlemsel Anlama 

Durumları  

Bilgi 

Türü 
Kazanımlar 

Soru 

No 
Öğrenci Kodları 

K
a
v
ra

m
sa

l 
A

n
la

m
a
 

ÖzdeĢlik kavramını tanır. 1 Tümü 

ÖzdeĢlik ile denklem kavramları arasındaki farkı açıklar. 2 Tümü 

Sözel ifadeye uygun cebirsel ifade yazarak tam kare özdeĢliğine 

ulaĢır. 
4 Ö5 hariç 

3x.(x-2) ve benzer ifadeleri cebir karolarını kullanarak 

modeller. 
6-a Tümü 

(x+3)² ve benzer ifadeleri cebir karolarını kullanarak modeller. 6-b Ö16 hariç tümü 

(2x-1)² ifadesinin cebir karolarını kullanarak modeller. 6-c 
Ö4, Ö8, Ö11, 

Ö14, Ö18 hariç tümü 

İş
le

m
se

l 
A

n
la

m
a

 

(a+b)², (a-b)² ve a²-b² özdeĢliklerinin kurallarını kullanarak 

açılımını yazar. 
1 Tümü 

Ġkinci dereceden üç terimli cebirsel ifadelerin çarpanlarına, 

(a+b)² ve (a-b)² özdeĢliklerinin kurallarını kullanarak ulaĢır. 

5-

a,b 
Tümü 

Sözel ifadeye uygun cebirsel ifadeyi yazarak çarpanlarına 

ayırır. 
4 Ö5 hariç 

3x.(x-2) ifadesinde dağılma özelliğini uygulayarak terimleri 

çarpar. 
6-a Tümü 

(x+3)² ifadesinin açılımını özdeĢlik kuralından yazar. 6-b Ö16 hariç tümü 

(2x-1)² ifadesinin açılımını özdeĢlik kuralından yazar. 6-c 
Ö9, Ö11, Ö14 

hariç tümü 

Ġki terimin farkının karesi özdeĢliğinin tanıyarak verilmeyen 

terimini bulur. 
3 

Ö4, Ö8, Ö11, Ö18 

hariç tümü 

Ġki kare farkı özdeĢliğinin kuralını farklı cebirsel ifadeler için 

uygular. 

5-

c,d 

Ö7, Ö8, Ö13, Ö18 

hariç tümü 

 

Tablo 3‟de görüldüğü gibi sekizinci sınıf öğrencilerinin özdeĢlikler ve çarpanlara ayırma konusuna yönelik 

kavramsal ve iĢlemsel anlama sürecinde, iki terimin toplamının karesi özdeĢliğinde tüm öğrenciler 

modellemeleri cebir karolarını kullanarak daha rahat çizebilmiĢler ve zorlanmadan çarpanlarına ulaĢmıĢlardır. Ġki 

terimin toplamının karesi özdeĢliğinde tüm terimler pozitif olduğu için öğrenciler hem kavramsal hem de 

iĢlemsel anlamanın tam olarak gerçekleĢtiği görülmüĢtür.  Bunun yanında ders baĢarısı düĢük ve orta düzeyde 

olan Ö4, Ö8, Ö11, Ö14, Ö18 kodlu öğrenciler iki terimin farkının karesi özdeĢliğinin modellenmesinde Ö4, Ö8, 

Ö11, Ö18, kodlu öğrenciler iki terimin farkı özdeĢliğini ve Ö8, Ö18, Ö7 ve Ö13 kodlu öğrenciler ise iki kare 

farkı özdeĢliğini iĢlemsel olarak tanımada zorlandıkları görülmüĢtür.  
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4. Tartışma, Sonuç ve Öneriler 
 

Bu çalıĢmada, sekizinci sınıf öğrencilerinin özdeĢlikler ve çarpanlara ayırma konusuna yönelik kavramsal ve 

iĢlemsel anlama süreçleri, 5E öğretim modeline dayalı bir öğretim deneyi aracılığıyla incelenmiĢtir. Bu 

bağlamda araĢtırmada „„Öğrenciler, özdeĢlikler ve çarpanlara ayırma konusunda kavramsal ve iĢlemsel anlamayı 

gerçekleĢtirmek için ön bilgiye sahip midir?‟‟ ve „„ÖzdeĢlikler ve çarpanlara ayırma konusunun 5E öğretim 

modeli ile öğretiminde öğrencilerin kavramsal ve iĢlemsel anlama süreçleri nasıldır?‟‟ sorularının incelendiği iki 

aĢamada sonuçlar ele alınmıĢtır.   

İlk aşama kapsamında özdeşlikler ve çarpanlara ayırma ön şart kazanımlarında öğrencilerin ön bilgileri 

incelenmiştir. Buna göre, öğrencilerin matematik öğretim programında belirtilen özdeĢlikler ve çarpanlara 

ayırma konusunda kavramsal ve iĢlemsel anlamayı gerçekleĢtirmek için ön bilgi olarak „„Basit cebirsel ifadeleri 

anlar‟‟ ve „„Cebirsel ifadeleri farklı biçimlerde yazar‟‟ kazanımlarında; verilen sözel ifadelere uygun cebirsel 

ifadeleri ve cebirsel ifadelere uygun sözel ifadeleri rahatlıkla yazabildiği, öğrencilerin değiĢken (bilinmeyen) 

kavramını da hatırladıkları, terimler arasında dört iĢlem yaparak, cebirsel ifadeleri düzenleyebildikleri 

görülmüĢtür; ancak öğrencilerin tümü sabit terimin de bir katsayı olduğunu unuttukları görülmüĢtür. Bunun 

yanında bazı öğrencilerin terimleri belirlerken terimlerin önündeki „–‟ veya „+‟ iĢaretlerini göz ardı ettikleri 

gözlenmiĢtir. Benzer olarak Gürsoy (2019) cebir öğrenimi üzerine yaptığı araĢtırmasında, öğrencilerin cebirsel 

ifadelerin terimlerini ve katsayılarını belirlerken zorlandıklarını, terimleri ve katsayıları belirlerken iĢaretleri 

dikkate almadıklarını gözlemlemiĢtir. Öğrencilerin bu güçlüklerini gidermek için ders sırasında sürekli değiĢken, 

terim, katsayı ve sabit terime ait tanımları tekrar etmekten baĢka bir çözüm yolu bulamadığını belirtmiĢtir. 

Dolayısıyla öğrencilerin matematiksel sembolleri kullanırken zorluk yaĢadıkları ve matematik derslerinde 

sembolik ifadelerin kavramsal olarak anlaĢılmasının üzerinde durulması önerilebilir. „„Cebirsel ifadeleri farklı 

biçimlerde yazar‟‟ kazanımının derinleĢtirme ve bu iki kazanımın değerlendirme aĢamalarında öğrenciler verilen 

çalıĢma kağıdında terim katsayı, sabit terim kavramlarını farklı sorularda da gösterebildikleri, terimlerin 

iĢaretlerini de unutmadıkları ve harfli terimler arasında aritmetik iĢlemler yaparak cebirsel ifadeleri farklı 

biçimlerde yazabildikleri görülmüĢtür. Buna paralel olarak Gürsoy (2019), cebirsel ifadeler konusuna giriĢ 

yapmadan önce öğrencilerin sahip olması gereken tam sayılarla iĢlemler konusu ile ilgili ön bilgilerin 

hatırlatılması cebirsel ifadelerde iĢlemler yaparken öğrencilere kolaylık sağlayacağını ifade etmiĢtir. Bu 

bağlamda konulara giriĢ yapmadan önce öğrencilerin ön bilgilerini tazeleyen ve eksikliklerini gideren çalıĢmalar, 

öğrencilerin iĢlenecek konuyu kavramsal ve iĢlemsel olarak kavramalarını sağlamlaĢtıracağı için öğretmenlere 

önerilmektedir.  

Diğer bir ön Ģart kazanımı olan „„Cebirsel ifadelerin çarpımını yapar‟‟ kazanımında, öğrencilerin çarpma 

iĢleminin toplama ve çıkarma iĢlemi üzerine dağılma özelliğini modellemeler üzerinden kavramsal olarak 

anlamlandırabildiği gözlenmiĢtir. Ders planında yer alan cebir karoları ile modelleme etkinliği ile aynı zamanda 

öğrenciler, çarpanlar ve katlar konusunda öğrenmiĢ oldukları bilgilerini kullanarak, çarpan kavramını da 

kavramsal olarak anladıkları gözlenmiĢtir. Sarı (2012), kavramsal yapıda verilen üstbiliĢ destekli gerçekleĢen bir 

öğretimden sonra öğrenciler, iĢlemsel bilgi ölçeğindeki soruları çözerken, üstbiliĢ becerisi ile benzer soruların 

çözümünü düĢünmüĢ, iĢlem hatalarını düzeltmiĢ olabileceklerini; cebir derslerinin kavramsal anlamayı 

destekleyerek iĢlenmesinin, iĢlemsel bilginin anlaĢılmasında ve kullanılmasında baĢarıyı arttırabileceğini 

belirtmiĢtir. Bu bağlamda, yapılan etkinliklerin veya sorulan soruların daha çok bilgi ağırlıklı değil, kavrama ve 

uygulamaya dayalı olması, konuların kavramsal olarak öğrenilmesinde daha etkili olduğu gözlenmiĢ ve 

öğretmenlere derslerinde kavramsal anlamayı destekleyecek nitelikteki etkinliklere yer vermeleri önerilmektedir.  

Negatif terimlerin olduğu (x-2).(x+3) biçimindeki cebirsel ifadelerinde, oluĢturdukları modelleme ile 

yaptıkları çarpma iĢleminin sonuçlarını yorumlayamayan öğrenciler olmuĢtur. Bu öğrencilerin cebirsel ifadeleri 

çarpmada iĢlemsel bilgilerinin tamamlanmıĢ olduğu; ancak elde ettiği sonuçları oluĢturdukları modellemeler ile 

bağdaĢtıramadıkları, dolayısıyla öğrencilerin kavramsal anlamada eksiklikleri olduğu belirlenmiĢtir. Benzer 

durum Birgin ve Gürbüz‟ün (2009) yaptıkları çalıĢmada, ortaokul öğrencilerinin iĢlemsel bilgiyi ölçen 

problemlerde, kavramsal bilgiyi ölçen problemlere göre daha iyi bir baĢarı gösterdiğini tespit etmiĢlerdir. Bunun 

yanında Yazır (2015), modelleme yöntemine dayalı olarak yaptığı çalıĢmada modelleme etkinliklerinin 

kavramsal ve iĢlemsel bilgiyi geliĢtirdiği sonucuna ulaĢmıĢtır. Bu durumda kavramsal anlamanın sağlanması 

gereken kazanımları iĢlerken, ders içi etkinliklerde modelleme çalıĢmalarına, görsellerden yararlanmaya ya da 

materyal kullanmaya daha fazla yer verilmesi önerilmektedir.  

„„Ortak çarpan parantezine alma yöntemi ile cebirsel ifadeleri çarpanlara ayırır‟‟ kazanımında öğrenciler 

cebir karolarını kullanarak „3x+6‟ ve „x²+3x‟ ifadelerini dikdörtgenler oluĢturarak modellemiĢ ve cebirsel 

ifadeleri, dikdörtgenin iki kenarının çarpımı Ģeklinde yazabilmiĢ, cebirsel ifadeleri çarpanlarına ayırmanın 

modellemeler üzerinden nasıl yorumlanacağını kavramsal olarak anlamıĢ oldukları belirlenmiĢtir. Bunun 

yanında, iĢlemsel anlamanın desteklenmesi amacıyla aynı cebirsel ifadeyi çarpanlara ayırırken, doğal sayılardan 

örnek verilmiĢ ve bu sayıların ortak bölenlerine dikkat çekilmiĢ, dolayısıyla öğrenciler cebirsel ifadelerin 

çarpanlara ayrılmasını keĢfetmiĢlerdir.  Benzer olarak, Baykul‟da (2014), daha önce iĢlenen çarpanlar ve katlar 
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konusunun öğretimi sırasında, çarpan kavramı üzerinde durulmuĢ olduğundan, cebirsel ifadelerin çarpanlara 

ayrılması konusu önce, doğal sayıların üzerinden ilgili alıĢtırmalarla baĢlanarak, çarpan ve çarpanlara ayırma 

kavramlarının hatırlatılması gerektiğini belirtmiĢtir. Bu bağlamda, anlamlı bir öğrenme sağlamak adına 

öğrencilerin matematik konuları arasında iliĢki kurarak kavramsal ve iĢlemsel anlamının desteklendiği 

uygulamaların derslerde yoğunlaĢtırılması matematik öğretmenlerine tavsiye edilebilir.  

Cebirsel ifadelerin çarpımını yapar ve ortak çarpan parantezine alma yöntemi ile cebirsel ifadeleri çarpanlara 

ayırır kazanımlarının ortak olarak değerlendirildiği aĢamada, kavramsal ve iĢlemsel anlamayı ölçen nitelikte 

sorular bir arada verilmiĢtir. Öğrencilerin modellemeleri istenen Ģekilde yaptıkları, verilen modellemeleri 

yorumlayabildikleri ve farklı modeller üzerinde iĢlem becerilerini de kullanarak sorulara doğru yanıt verdiği 

görülmüĢtür. Rittle-Johnson ve Koedinger (2009), yaptıkları çalıĢmada, derslerin kavramsal ve iĢlemsel öğrenme 

ile tekrarlanan bir Ģekilde iĢlenmesi, iĢlemsel becerilerin öğrenilmesini kolaylaĢtırdığını, kavramsal öğrenmeyi 

ise desteklediği sonucu ile benzeĢmektedir. 

İkinci aşamada asıl amaç olan özdeşlikler ve çarpanlara ayırma konusunun öğreniminde öğrencilerin 

kavramsal ve işlemsel anlama süreçleri incelenmiştir.  Bu kapsamda Ders planı-3‟ten elde edilen bulgulara göre; 

özdeĢlik kavramının kazanımında, öğrenciler harfli ifadelerin yerine farklı değerler vererek eĢitliği sağlanan 

cebirsel ifadeleri bulabilmiĢ, verdikleri cevaplar ile özdeĢlik kavramı ve denklem özdeĢlik arasındaki farkı 

kavramsal olarak keĢfetmiĢlerdir. Böylelikle iĢlemsel bilgilerin, kavramsal bilgilerinin oluĢturulmasına destek 

olduğu gözlenmiĢtir.  Bu sonuç, Baki ve Kartal‟ın (2004), matematiksel kavramların öğretiminde bu kavramların 

iliĢkilerine öncelik verildiğinde, öğrencilerin matematiği öğrenmeleri daha etkili ve kalıcı olacaktır sonucu ile 

paralellik göstermektedir. Bunun yanında soru-cevap yöntemi ile tüm öğrencilerin etkinliğe katılımı sağlanmıĢ, 

denklem ve özdeĢlik kavramını ayırt etmeleri için düĢünmeye teĢvik edilmiĢtir. Bu Ģekilde öğrenciler ilk defa 

gördükleri bu kavrama iliĢkin farkındalık kazanmıĢ oldular. Bu bağlamda derslerin farklı yöntemlerinin ile 

desteklenmesi, öğrencileri öz açıklamalarını yapmalarına için teĢvik edilmesi ve öğretime geçmeden öğrencilerin 

dikkatlerini çekici uygulamalar yapılması konunun etkili öğretimi için önerilmektedir.  

Ġki terimin toplamının ve farkının karesi, iki kare farkı özdeĢlikleri ve çarpanlarına ayrılması konusunda 

öğrenciler, 5E öğrenme planının ayrı aĢamalarında, cebir karolarını kullanarak özdeĢlikleri geometrik Ģekiller ve 

bağıntılarla harmanlayarak ve sayılar üzerinden kurulan bağıntıları harfli ifadelere genelleyerek özdeĢliklerin 

açılımına ulaĢabilmiĢlerdir. Böylece konuya dair bilgiyi hem kavramsal hem de iĢlemsel olarak inĢa etmeyi 

deneyimlemiĢlerdir. Benzer olarak Akın ve Pesen (2010), özdeĢlik konusunun öğretiminde kullanılan somut 

materyallerin öğrencilerin aktif bir öğrenme gerçekleĢtirmeleri ve bilgilerinin daha kalıcı olmasında etkili 

olduğunu belirtmiĢlerdir. Benzer olarak, Çaylan (2018), yaptığı çalıĢmada cebirsel kavramların öğretiminde 

buluĢ yoluyla öğrenme ve yöntemlerinin kullanımının, ortaokulda öğrenmeyi olumlu etkilediğini belirtmiĢtir. Bu 

bağlamda öğretmenler özdeĢliklerin öğretiminde, cebir karoları gibi öğrencilerin kendilerinin oluĢturabildiği 

somut materyallerden yararlanılarak, kavramsal öğrenmeye katkı sağlayacak modellemeler yaparak farklı 

öğretim yöntemleri geliĢtirilebilir.  

Cebir öğrenme alanı içinde geniĢ bir yer tutan geometrik Ģekillerin ve bağıntıların, öğrencilerin kavramsal 

anlamalarına, iĢlem kolaylığına ve formülün öğrenilmesine katkı sağlayacağından öğretmenlere cebir derslerinde 

kullanılması önerilmektedir. Bununla birlikte öğrenciler iki kare farkı ve a² ± 2ab + b² biçimindeki tam kare 

ifadeleri matematiksel iĢlemler yaparak, formül ve kuralları kullanarak çarpanlarına ayırabilmiĢler, böylece 

iĢlemsel anlamayı da oluĢturabilmiĢlerdir. Bunun yanında Baki ve Kartal (2004), Rittle- Johnson ve Alibali 

(1999), kavramsal ve iĢlemsel bilginin kazanılmasında, kavramsal bilgideki geliĢiminin iĢlemsel bilginin 

oluĢmasını kolaylaĢtırdığını ifade etmiĢlerdir. Dolayısıyla matematik öğretmenlerine, kazanımın kavramsal ve 

iĢlemsel boyutunu, bir arada dengeli ve birbirini destekleyecek nitelikte anlatılmasının kazanımın kalıcılığını 

sağlayacağı açısından önerilmektedir. Ayrıca özdeĢliklerin açılımları ve özdeĢliklerin çarpanlara ayrılması 

doğrudan kurallar ve formüller verilerek ezberletilmek yerine bunları elde etme yolları gösterilerek, öğrencilerin 

keĢfetmeleri sağlanması matematik öğretmenlerine önerilmektedir. 

 (2a + 3)² ifadesinde terimlerin karelerini alırken birkaç öğrencinin katsayılarını göz ardı ettikleri; ancak ufak 

hatırlatmalarla öğrencilerin hatalarını kendileri bularak düzelttiği gözlenmiĢ, daha sonra üç terimli cebirsel 

ifadelerin çarpanlarına ayrılması istenen soruda çoğu öğrenci bu aĢamada terimlerin katsayılarına dikkat ederek 

ve iĢlemsel bilgilerini doğru bir Ģekilde kullanarak cebirsel ifadeleri çarpanlarına ayırabilmiĢlerdir. Bu durum 

ġahiner‟in (2018), 8. sınıf öğrencilerinin cebirsel ifadelerin parantez içeren sorularında hatalar yaparak; aritmetik 

iĢlemlerdeki kuralları cebirsel ifadelere uygulamada zorluk yaĢadıkları sonucuyla benzerlik göstermektedir (s. 

75). 

Ders baĢarısı düĢük öğrencilerin, x²-4x+4 cebirsel ifadesinin modellenmesinde cebir karolarını kullanırken, 

karenin kenarlarının çarpımının, kareyi oluĢturan parçaların alanlarını vermesi gerektiğini göz ardı etmiĢlerdir. 

Burada iki terimin farkının karesi özdeĢliğinin modellenerek oluĢturulmasında, kavramsal anlamanın eksik 

kaldığı görülmüĢtür. Benzer olarak Soylu ve Soylu (2006), öğrencilerin hem iĢlemsel hem de kavramsal 

bilgilerinin bir arada kullanılmasını gerektiren kavramları öğrenirken zorluk yaĢadıklarını belirlemiĢlerdir. Bu 
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eksikliğin giderilmesine yönelik olarak x²-6x+9 cebirsel ifadesinin modellenmesi istenmiĢ ve öğrencilerin önceki 

soruda düĢtükleri hatayı, yapılan açıklamalar ve hatırlatılmalardan sonra bu soruda yapmadıkları, doğru cebir 

karolarını kullanarak doğru bir kare modellemesine ulaĢtıkları ve oluĢturdukları karenin kenarlarını belirleyerek 

de verilen cebirsel ifadenin çarpanlarına ulaĢtıkları görülmüĢtür. Bu sonuç, Özer ve ġan‟ın (2013), özdeĢlikler 

konusunun öğretilmesinde görsel materyaller ile desteklenen etkinliklerin, öğrencilerin baĢarılarını yaklaĢık 

yüzde altmıĢ oranında arttığını belirlemeleri ile desteklenmektedir. Diğer taraftan Rittle-Johnson ve Koedinger 

(2009), modelleme eğitiminde kavramsal ve iĢlemsel anlamayı yinelemeli bir süreç izlenmesi, öğrencilerin 

kavramların ve iĢlemlerin öğrenilmesini kolaylaĢtıracağını da belirtmiĢlerdir. Bu bağlamda matematik 

derslerinde kavramsal ve iĢlemsel bilgilerin bir arada olduğu pekiĢtirme etkinliklerinin çoğaltılması ve derslerin 

bu doğrultuda iki bilgi türü açısından dengeli bir Ģekilde iĢlenmesi önerilmektedir. 

5E öğretim modelinin son aĢamasında özdeĢlikler ve çarpanlarına ayırma konusunun tamamını içeren 

değerlendirme aĢamasında, öğrenciler kavramsal olarak özdeĢlik ve denklem kavramlarını ayırt edebildikleri, 

özdeĢliğin ne olduğu, denklem ile arasındaki farkı özdeĢlik ve denklemdeki değiĢkenlerin neyi ifade ettiklerini 

açıklayabilmiĢler, cebirsel ifadelerden özdeĢlik olanların açılımlarını iĢlemsel bilgilerini kullanarak 

yapabilmiĢler ve özdeĢlik olmayan eĢitlikleri belirlemiĢlerdir. Bu bağlamda matematik derslerinde bir konunun 

öğretiminde sadece kavramın tanımına ve ne olduğuna değil, bu kavram ile bağlantılı kavramlar arasındaki 

iliĢkilere öncelik verilerek iĢlenmesi, öğrencilerin matematiksel kavramları daha etkili ve kalıcı olduğu sonucuna 

varılmıĢtır, matematik öğretmenlerine de derslerini yürütürken kavramlar arası iliĢkilere odaklanmaları 

önerilmektedir.  

a²-♦a+361 cebirsel ifadesindeki verilmeyen katsayıdan dolayı iki terimin farkının karesi özdeĢliği ve 

çarpanlara ayrılması konusunda iĢlemsel anlamanın ders baĢarısı düĢük olan öğrencilerde tam gerçekleĢmediği 

gözlenmiĢtir. Bu durumun nedeni olarak, öğrencilerin özdeĢliklerin açılımlarını ve çarpanlara ayırma 

yöntemlerini hatırlayamadıkları veya bilgilerini verilen farklı bir soruda nasıl uygulayacağını kavrayamamıĢ 

olduğu söylenebilir. Bu durum, ġahiner (2018) çalıĢmasında, öğrencilerin özdeĢlikler konusunda özellikle dört 

iĢlemde hata yaptıkları veya istenen cebirsel özdeĢliği kullanamadıkları sonucu ile paralellik göstermektedir. 

Aynı zamanda Çelik ve GüneĢ‟in (2013), 7. ve 8. sınıf öğrencilerinin birçoğunun harfli sembollerin bir sayı, 

bilinmeyen ve değiĢken olduğunu kullanmada zorluk yaĢadığı sonucu ile desteklenmektedir. Bu bağlamda 

matematik öğretmenleri özdeĢlikler ve çarpanlara ayırma konusunun iĢlendiği derslerde, öğrencilerin farklı 

yapıdaki problem durumları ile karĢılaĢmalarına olanak sağlamaları ve öğrencilere bilgilerini değiĢik durumlarda 

da kullanabilmeleri fırsatı sunmaları önerilmektedir.  

Hem kavramsal hem de iĢlemsel anlamanın bir arada sorgulandığı bir soruda Ö5 kodlu öğrenci verilen sözel 

ifade için farklı bir cebirsel ifade yazmıĢ; bu ifadenin çarpanlarına ayıramamıĢtır. Birgin ve Gürbüz‟ün (2009), 

ortaokul öğrencilerinin iĢlemsel bilgiyi ölçen problemlerde daha iyi bir baĢarı gösterdiğini belirledikleri 

çalıĢmayla benzeĢmektedir. Bunun yanında verilen cebirsel ifadeleri iĢlemsel bilgilerini kullanarak çarpanlara 

ayrılmasının istendiği soruda Ö7, Ö8, Ö13, Ö18 kodlu öğrenciler, iki kare farkı özdeĢliğinin kuralını farklı 

sorularda yapamamasının nedeni, iĢlemsel bilgilerinin pekiĢtirilmesine yönelik çalıĢmaların yapılmadığından 

olabileceği düĢünülmektedir. Buna yönelik olarak, matematik öğretmenlerinin öğrencilerinin cebirsel düĢünme 

ve akıl yürütmelerine fırsat sunmak için en etkili yolları belirlemeleri gerektiği düĢünülmekte ve derslerde 

cebirsel muhakeme yapabilmeyi gerektiren farklı tarzda sorulara ağırlık verilmesi önerilmektedir. Değerlendirme 

aĢamasının son sorusunda, kavramsal anlamaya yönelik verilen cebirsel ifadelerin modellemesini cebir karolarını 

kullanarak çizmeleri istenmiĢ, ders baĢarısı yüksek ve orta düzeyde olan Ö2 ve Ö5 kodlu öğrenciler önce 

iĢlemsel bilgilerini kullandığı, kavramsal bilgilerini ikinci planda kullanmıĢlar; dolayısıyla iĢlemsel anlamanın, 

kavramsal öğrenmenin önünde olduğu sonucuna varılmıĢtır. Sarı (2012), çalıĢmasında cebirsel ifadeler ve 

denklemler konusunda 7. sınıf öğrencilerinin kavramsal ve iĢlemsel bilgi geliĢiminde, üstbiliĢ stratejileri ile 

yürütülen öğretim sonunda öğrencilerin iĢlemsel bilgi puanları, kavramsal bilgi puanlarına kıyasla anlamlı 

düzeyde yüksek çıktığı sonucu ile paralellik göstermektedir. Benzer olarak, Baki ve Kartal (2004), yaptıkları 

araĢtırmada, birçok öğrencinin cebirsel bilgilerinin oluĢmasında, kavramsal bilgiden ziyade iĢlemsel bilginin ön 

planda olduğu bir matematiksel öğrenmenin gerçekleĢtiği sonucuna varmıĢlardır. Bu duruma yönelik olarak, 

öğrencilerin kavramsal anlamalarını da, iĢlemsel baĢarı seviyesine ulaĢtırabilmek adına, kavramsal öğretim için 

öğretmenlere rehber olabilecek kaynakların arttırılması önerilmektedir. 

 (2x-1)² özdeĢliğinin modellenmesinde matematik baĢarısı orta ve düĢük olan bazı öğrenciler geometrik 

bilgilerini özdeĢlikler konusu ile iliĢkilendiremediklerini, muhakeme yapma becerilerinin zayıf olduğunu ve 

iĢlemsel bilgilerinin kavramsal anlamalarının önünde olduğunu göstermektedir. Benzer Ģekilde UlaĢ (2015) 

yaptığı çalıĢmada, ders baĢarısı düĢük olan öğrencilerin dikdörtgenin alanını kullanarak cebirsel ifadelerle iĢlem 

yapma konusunda eksiklikleri olduğu sonucuna ulaĢmıĢtır. Bu duruma benzer olarak Dündar (2012), özdeĢlikleri 

modellerle açıklayabilme kazanımında, öğrencilerin geometrik Ģekiller üzerinde cebir ile geometri bilgilerini 

arasında iliĢkilendirme yapmada zorluklar yaĢadığını, öğrencilerin özdeĢliklerin açılımına ulaĢırken 

oluĢturdukları Ģeklin kenar uzunluğu ile alanı arasındaki iliĢkinin kurulamamasının nedeni olarak öncelikle alan 

korunumunun anlaĢılmadığını tespit etmiĢtir. Bu bağlamda çıkarma iĢlemi içeren özdeĢliklere yönelik 
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modelleme yapmadan önce, öğrencilere bu özdeĢliklerin yapısını cebirsel olarak anlatmak, daha sonra geometri 

ile iliĢkisinin kurulmasını sağlayarak modellenmesi daha uygun bir yöntem olabilir. Buradan bu öğrencilerin 

sorudaki verilen cebirsel ifade ile modellemeyi iliĢkilendiremediği, yaptıkları çözümlerden geçmiĢteki 

deneyimlerini yeni durumlara uygulayamadığı sonucuna ulaĢılmıĢtır. Bu bağlamda öğretmenlerin kendi 

öğrencilerinin öğrenme biçimlerini ve ihtiyaçlarını iyi tanıyarak, öğrencilerin kendi öğrenmelerinde daha aktif 

olduğu, kendi çözümlerini değerlendiren, sorgulayan, yorumlayan, öğrenme ortamlarının sağlanması 

önerilmektedir, bu Ģekilde kavramsal ve iĢlemsel anlamanın bir arada ve birbirini destekleyici Ģekilde oluĢmasını 

sağlayacağı düĢünülmektedir. 
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